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PREFACIO 


Los  dos  volúmenes  de  este  Curso  de  Métodos  de  la  Física  Matemática  cubren 
los  contenidos  del  curso  homónimo  destinado  a estudiantes  de  las  Licenciaturas  en 
Física  de  la  Facultad  de  Ciencias  Exactas  y en  Ciencias  Astronómicas  de  la  Facultad 
de  Ciencias  Astronómicas  y Geofísicas  de  la  Universidad  Nacional  de  La  Plata.  Se 
trata  de  una  asignatura  cuatrimestral  optativa  a la  que  esos  estudiantes  pueden  tener 
acceso  a partir  del  segundo  cuatrimestre  del  tercer  año  de  esas  carreras,  una  vez  que 
hayan  tomado  cursos  de  Algebra  Lineal  y de  Ecuaciones  Diferenciales  (además  de 
los  básicos,  variable  compleja  incluida). 

Este  texto  está  basado  en  las  Notas  del  Curso  de  Métodos  de  la  Física  Ma- 
temática, resultado  de  varios  años  de  dictado  de  esa  asignatura  durante  los  cuales 
se  han  ido  adecuando  los  contenidos  y el  nivel  de  la  exposición  a las  posibilidades 
que  ofrece  una  asignatura  cuatrimestral  de  estas  características  y en  esa  etapa  de  las 
mencionadas  carreras.  De  ese  modo,  esas  Notas  fueron  redactadas  con  el  objeto  de 
introducir  al  estudiante  en  el  manejo  de  conceptos  y métodos  que  hoy  resultan  bási- 
cos en  la  Física  Matemática  y sus  aplicaciones  a la  Mecánica  Cuántica,  las  Teorías 
de  las  Interacciones  Fundamentales  y la  Materia  Condensada. 

Las  temáticas  que  cubre  este  curso  suelen  ser  expuestas  en  la  numerosa  biblio- 
grafía disponible  (en  general,  en  idioma  inglés)  de  una  manera  excesivamente  abs- 
tracta o extensa  para  las  necesidades  y objetivos  del  mismo.  Por  el  contrario,  estos 
dos  volúmenes  han  sido  escritos  buscando  introducir  los  conceptos  de  forma  clara  y 
natural,  con  mi  lenguaje  adecuado  al  nivel  de  carreras  de  grado,  procurando  facilitar 
la  presentación  y afianzamiento  de  los  conocimientos  mediante  una  ejemplificación 
convenientemente  seleccionada.  Así,  se  ha  buscado  mantener  el  rigor  matemático  en 
la  presentación  pero  procurando  el  desarrollo  de  la  necesaria  intuición  sobre  cada 
tema. 

En  ese  sentido,  se  han  evitado  las  complicaciones  de  una  exposición  excesivamen- 
te formal  o abstracta  y,  sin  perder  de  vista  la  necesaria  generalidad,  se  ha  buscado 
poner  el  acento  en  aquellas  situaciones  concretas  que  reflejan  los  conceptos  de  ma- 
nera más  transparente  y donde  el  cálculo  directo  puede  resultar  más  instructivo. 
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Así  es  como,  en  el  primer  volumen,  las  propiedades  de  los  espacios  de  Hilbert 
son  presentadas  sin  recurrir  a la  teoría  de  la  medida  (lo  que  excedería  las  posibili- 
dades del  curso),  sino  mediante  una  introducción  intuitiva  del  concepto  de  integral 
de  Lebesgue  que,  no  obstante,  resulta  suficiente  para  los  propósitos  del  curso.  Las 
propiedades  espectrales  de  los  operadores  compactos  son  derivadas  y empleadas  pa- 
ra desarrollar  los  métodos  de  resolución  de  ecuaciones  integrales  y para  estudiar  las 
propiedades  del  operador  resolvente.  También  es  analizado  el  problema  de  la  de- 
terminación de  las  extensiones  autoadjuntas  de  operadores  simétricos  no  acotados, 
tomando  como  ejemplo  operadores  de  uso  habitual  en  cursos  de  Mecánica  Cuántica. 
La  transformación  de  Fourier  es  estudiada  en  el  espacio  de  Schawrtz,  para  luego  ser 
extendida  al  espacio  de  funciones  de  cuadrado  integrable  con  los  métodos  propios  del 
espacio  de  Hilbert.  Por  último,  se  incluye  una  introducción  a la  Teoría  de  Distribu- 
ciones en  la  que  se  presenta  (con  un  buen  número  de  ejemplos)  desde  las  definiciones 
básicas  de  convergencia,  derivada,  primitiva  y transformación  de  Fourier,  hasta  la 
convolución  de  distribuciones,  con  aplicación  a la  resolución  de  ecuaciones  diferen- 
ciales en  derivadas  parciales  empleando  sus  soluciones  fundamentales  o funciones  de 
Green. 

El  segundo  volumen  está  dedicado  a una  introducción  a la  Teoría  de  Grupos, 
herramienta  esencial  de  las  modernas  teorías  de  la  Física.  Así  es  como,  después  de 
la  presentación  de  los  elementos  generales  de  la  teoría,  se  consideran  las  propiedades 
de  los  grupos  de  orden  finito  y sus  representaciones,  de  aplicación,  por  ejemplo,  a la 
Física  Molecular  y del  Sólido,  y el  caso  de  los  grupos  continuos,  de  relevancia  para 
la  Mecánica  Cuántica  y la  Física  de  las  Interacciones  Fundamentales. 

El  interés  en  el  estudio  de  las  representaciones  matriciales  de  los  grupos  de  si- 
metrías es  motivado  considerando  la  ecuación  de  Schródinger  en  un  potencial  central, 
para  luego  referirse  más  generalmente  a los  grupos  de  simetrías  de  sistemas  cuánti- 
cos. En  la  presentación  de  los  grupos  de  Lie  sólo  se  propone  una  descripción  intuitiva 
de  las  variedades  diferenciables  y sus  grupos  de  homotopía.  Las  propiedades  de  las 
álgebras  de  Lie  son  derivadas  preferentemente  a partir  de  sus  representaciones  matri- 
ciales, lo  que  resulta  más  accesible  que  presentaciones  más  abstractas.  En  particular, 
el  estudio  de  los  grupos  SU (2)  y 50(3)  y de  sus  representaciones  irreducibles  se  ex- 
pone con  mayor  extensión,  procurando  generar  a partir  de  ellos  las  ideas  básicas 
que  faciliten  la  introducción  de  grupos  más  complicados  y de  sus  propiedades  en  los 
cursos  posteriores  de  Partículas  y Campos  que  lo  requieran. 

La  clasificación  de  Cartan  de  las  álgebras  simples  y sus  representaciones,  descritas 
mediante  raíces,  pesos  y el  grupo  de  Weyl,  son  presentados  de  manera  muy  resumida 
y más  bien  a título  informativo,  dado  el  limitado  tiempo  disponible. 
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Por  último,  como  ejemplo  de  grupo  de  Lie  no  compacto  y por  su  relevancia  para 
la  formulación  de  teorías  relativistas,  es  analizado  el  grupo  de  Lorentz  y sus  repre- 
sentaciones irreducibles,  lo  que  permite  su  aplicación  en  cursos  de  Teoría  Cuántica 
de  Campos  o Gravitación. 

Ambos  volúmenes  finalizan  con  un  listado  de  ejercicios  propuestos,  con  los  que 
se  busca  afianzar  y complementar  la  exposición  previa  de  cada  tema. 

Cabe  consignar  que,  si  bien  los  contenidos  descritos  justificarían  el  dictado  de 
dos  cursos  separados  (uno  de  Análisis  Funcional  y otro  de  Teoría  de  Grupos),  el 
enfoque  que  se  ha  dado  a este  texto  ha  permitido  que  los  estudiantes  a los  que 
está  dirigido  accedieran  en  un  cuatrimestre  a conocimientos  que  resultan  esenciales 
para  la  Física  moderna,  satisfaciendo  necesidades  concretas  de  algunas  orientaciones 
de  las  Licenciaturas  en  Física  y en  Ciencias  Astronómicas. 

Por  otra  parte,  señalemos  que  estos  volúmenes  no  pretenden  sustituir  a los  libros 
que  son  referencias  usuales  en  estas  áreas,  de  los  cuales  sólo  unos  pocos  han  sido 
listados  en  la  Bibliografía,  sino  más  bien  constituir  una  introducción  para  aquellos 
que  requieran  un  conocimiento  más  amplio  y formal  de  los  temas  aquí  tratados. 

Finalmente,  digamos  que  nuestro  enfoque  está  basado  principalmente  en  la  bi- 
bliografía señalada  al  final  de  cada  capítulo. 


La  Plata,  diciembre  de  2014. 


Horacio  A.  Falomir 
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Capítulo  1 


ELEMENTOS  DE  LA  TEORÍA  DE  GRUPOS 

1.1.  Generalidades 

Un  grupo  G es  un  conjunto  de  elementos  sobre  los  cuales  hay  definida  una  ley 
de  composición,  • : G x G G,  que  es  asociativa,  con  neutro  e inverso,  es  decir, 

a)  f-(g-h)  = (/  -g)-h,Vf,g,heG, 

b)  3e  € G,  llamado  elemento  neutro  o identidad,  que  satisface  e- g = g-e  = 
g,^g  e G, 

c ) V <7  € G,  3 g-1  € G,  llamado  su  inversa,  que  satisface  g ■ g~x  = g~l  • g = e. 

Evidentemente,  si  f-g  = h-g  entonces  / = h.  En  efecto,  (f-g)-g~1  = f '(g~g~Y)  = 
(h- g)  ■ g-1  = h- (g  ■ g~ x)  =>  / = h. 

Similarmente,  se  puede  demostrar  que  el  neutro  y el  inverso  de  cualquier  elemento 
son  únicos.  Por  ejemplo,  si  g ■ f = e =>  g~*  ■ (g  ■ f)  = (g~x  ■ g)  ■ f = e • / = g^1  ■ e => 
/ - 5_1-  También  tenemos  que  (/  • g)-1  = g~l  • /-1,  puesto  que  (f-g)  - (g~l  - /_1)  = 
/ • (5  • íT1)  • /_1  = / • /_1  = e. 

En  general,  la  ley  de  composición  no  es  conmutativa:  / • g ^ g • f ■ Un  grupo  G 
para  el  cual  / • g — g • /,  V /,  g E G se  dice  Abeliano1. 

Ejemplo  1.1.  Los  siguientes  son  ejemplos  de  grupos: 

■ el  grupo  aditivo  de  los  enteros  respecto  de  la  operación  de  suma  usual,  Z; 

■ el  conjunto  de  los  racionales  no  nulos,  Q\{0},  respecto  de  la  operación  usual 
de  multiplicación; 

■ el  conjunto  {1,-1}  respecto  de  la  operación  de  multiplicación  de  reales; 

■ el  conjunto  de  las  rotaciones  de  un  cuerpo. 


El  orden  de  un  grupo  es  el  número  de  elementos  que  contiene.  El  orden  puede 
finito  o infinito. 


1Niels  Henrik  Abel  (1802  - 1829). 
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1.  ELEMENTOS  DE  LA  TEORIA  DE  GRUPOS 


1.2.  Grupo  de  permutaciones 
Consideremos  una  permutación  de  cinco  elementos, 


{a1;  a2,  a3,  a4,  a5}  — » {a2,  a3, 01,05»  o4}  . 


(1.2.1) 


Independientemente  de  la  naturaleza  de  esos  elementos,  esta  operación  puede  ser 
representada  por  el  siguiente  cuadro  de  números  que  indica,  sobre  cada  columna,  la 
posición  inicial  y final  de  un  elemento, 


/l  2 3 4 5 W2  3 1 S 4 
y 3 1 2 5 4 y y 1 2 3 4 5 


(1.2.2) 


(o  bien,  con  idéntico  significado,  por  cualquier  otro  cuadro  que  difiera  de  los  ante- 
riores en  una  permutación  de  sus  columnas). 

La  operación  de  composición  de  o con  otra  permutación 


se  define  por 


[12345] 
V 5 3 1 2 4 ) 


(1.2.3) 


( 1 2 3 4 5 \ / 2 3 1 5 4 
\ 5 3 1 2 4 j VI  2 3 4 5 


2 3 15  4 
5 3 12  4 


(1.2.4) 


Esta  operación  satisface  los  axiomas  de  grupo.  En  efecto,  puede  constatarse  que  esa 
operación  es  asociativa,  que  el  elemento  neutro  está  dado  por 


(l2345\ 
\ 1 2 3 4 5 ,/ 


(1.2.5) 


y que,  por  ejemplo,  la  inversa  de  a en  (1.2.2)  está  dada  por  el  mismo  cuadro  de 
números  con  sus  filas  intercambiadas, 


/ 3 1 2 5 4 \ 
\ 1 2 3 4 5 j 


(1.2.6) 


Este  grupo  es  no  Abeliano , como  surge  de  verificar  que  a ■ a'  ^ o'  ■ o. 


Generalizando  esas  definiciones,  resulta  que  el  conjunto  de  las  permutaciones  de 
p elementos  se  estructura  como  un  grupo  (no  Abeliano),  denotado  por  Sp. 

Consideremos  la  permutación  r € S9 


r = 


123456789 

439617582 


(1.2.7) 
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Ella  puede  ser  descompuesta  en  las  permutaciones  cíclicas  independientes 


T = 


1 

2 

8 


4— >6 
3 ->  9 
8. 


7— >5— > 1, 

2, 


(1.2.8) 


Nótese  que  cada  ciclo  involucra  a un  cierto  número  de  elementos  que  no  aparece  en 
los  demás  ciclos. 

La  permutación  r puede  ser  caracterizada  mediante  su  descomposición  en 
ciclos,  y denotada  por 


r = (1  4 6 7 5)  (2  3 9)  (8)  = (2  3 9)  (1  4 6 7 5),  (1.2.9) 


dado  que  los  ciclos  independientes  conmutan  entre  sí,  como  puede  verificarse  fácil- 
mente. 

Los  ciclos  de  un  elemento  pueden  ser  descartados  del  cuadro,  ya  que  no  tienen 
ningún  efecto  en  la  permutación.  Tampoco  importa  por  cual  elemento  comienza  a 
describirse  cada  ciclo,  ya  que  con  el  mismo  significado  tenemos 


r = (6  7 5 1 4)  (9  2 3). 


(1.2.10) 


Un  ciclo  de  dos  elementos  se  llama  transposición  simple.  Todo  ciclo  puede  ser 
descompuesto  en  un  producto  de  transposiciones  simples.  Por  ejemplo, 

(1  4 6 7 5)  = (1  5)  (1  7)  (1  6)  (1  4).  (1.2.11) 

Una  permutación  se  dice  par  o impar  de  acuerdo  a que  sea  posible  descomponerla 
en  un  número  par  o impar  de  transposiciones  simples. 

También  es  posible  representar  una  permutación  de  p elementos  mediante  una 
matriz  cuyos  elementos  son  todos  0 excepto  p de  ellos  iguales  a 1,  dispuestos  de 
modo  tal  que  sólo  aparezca  un  1 por  fila  y por  columna.  Por  ejemplo,  para  a e S5 
en  (1.2.2)  tenemos 


é a2  \ 

/ 0 1 0 0 0 \ 

a3 

0 0 10  0 

a.2 

a2 

al 

= 

1 0 0 0 0 

«3 

= M(a) 

«3 

«5 

0 0 0 0 1 

U4 

CÍ4 

\ «4  / 

^ 0 0 0 1 0 ) 

Kah) 

w 

donde  hemos  introducido  un  producto  de  elementos  por  1 o 0 cuyo  significado  es, 
respectivamente,  seleccionar  o no  a dicho  elemento. 

En  esta  representación  del  grupo  S5,  la  operación  de  composición  se  reduce 
simplemente  al  producto  usual  de  matrices,  M(a'  <r)  = M(a')  M(a). 
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1.  ELEMENTOS  DE  LA  TEORIA  DE  GRUPOS 


Nótese  que  la  traza  de  M(cr),  tr  M(cr),  es  el  número  de  elementos  que  deja 
invariantes  la  permutación  a,  mientras  que  su  determinante,  det  M(a),  es  igual  a 
+1  para  permutaciones  pares  y a -1  para  las  impares.  Por  ejemplo,  para  a en  (1.2.2) 
y M(cr)  en  (1.2.12), 


cr  = (1  3 2)  (4  5)  = (4  5)  (1  2)  (1  3), 

(1.2.13) 

trM(cr)  = 0,  det  M(er)  = —1. 


Ejemplo  1.2.  La  tabla  de  la  operación  de  composición  en  el  grupo  S3  = {e,  a 


p= 

= (3 

1), 

7 = 

= (1 

2)}  está  dada  por  el  cuadro 

■ 

e 

a 

b 

a 

P 

7 

e 

e 

a 

b 

a 

P 

7 

a 

a 

b 

e 

7 

a 

P 

b 

b 

e 

a 

P 

7 

q (1.2. 

a 

a 

P 

7 

e 

a 

b 

P 

P 

7 

Q 

b 

e 

a 

7 

7 

a 

P 

a 

b 

e 

Si  nos  restringimos  a las  entradas  correspondientes  al  neutro  e y a una  transpo- 
sición simple,  digamos  7,  tenemos  la  tabla  de  S2, 


• 

e 7 

e 

e 7 

7 

7 e 

(1.2.15) 


que  coincide  formalmente  con  la  tabla  del  grupo  aditivo  de  los  enteros  módulo 


2,  Z 


2, 


(”^)mod2 

0 1 

0 

0 1 

1 

1 0 

(1.2.16) 


con  la  identificación  e •<-»  0,7  «->■  1. 

Similarmente,  las  entradas  de  la  tabla  de  S3  correspondientes  a la  composición 
de  las  permutaciones  cíclicas  de  tres  elementos, 


• 

e 

a 

b 

e 

e 

a 

b 

a 

a 

b 

e 

b 

b 

e 

a 

(1.2.17) 
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no  involucran  a las  transposiciones  simples,  y coinciden  formalmente  con  la  tabla 
del  grupo  aditivo  de  los  enteros  módulo  3,  Z3, 


(T  )mod3 

0 

1 

2 

0 

0 

1 

2 

1 

1 

2 

0 

2 

2 

0 

1 

con  la  identificación  entre  elementos  e <-»  0,  a FA  1,  6 FA  2. 


(1.2.18) 


Dos  grupos  entre  cuyos  elementos  existe  una  correspondencia  biunívoca  de  modo 
que  sus  tablas  de  composición  resulten  idénticas  se  dicen  isomorfos. 

Un  subconjunto  H C G que  contiene  a la  identidad  y a la  inversa  de  cada  uno 
de  sus  elementos,  y que  es  cerrado  respecto  de  la  operación  de  composición  en  G, 
constituye  un  subgrupo  de  G. 

Todo  grupo  G tiene  dos  subgrupos  impropios:  G y {e}.  Todo  otro  subgrupo 
se  dice  propio. 

La  intersección  de  subgrupos  también  constituye  un  subgrupo,  como  puede  ve- 
rificarse fácilmente. 


Ejemplo  1.3.  Los  siguientes  son  ejemplos  de  subgrupos: 

a)  Los  enteros  Z forman  un  subgrupo  del  grupo  aditivo  de  los  reales  M. 

b)  Las  rotaciones  sobre  un  plano  forman  un  subgrupo  del  grupo  de  rotaciones 
en  el  espacio. 

c)  Las  rotaciones  alrededor  de  un  eje  en  ángulos  0,  7t/2,  7 r,  37t/2  forman  un  sub- 
grupo del  grupo  de  rotaciones  en  el  plano. 


1.3.  Homomorfismo  - Representaciones 

Un  homomorfismo  es  una  aplicación  sobreyectiva  entre  grupos,  0 : G — > H, 
que  satisface 

0(2  • g')  = m ■ 0(2')  e H,  Vg,g'  E G.  (1.3.1) 

Dos  grupos  G y H se  dicen  isomorfos,  lo  que  se  denota  por  G & H , si  entre  sus 
elementos  existe  una  aplicación  biunívoca  (uno  a uno  y sobreyectiva)  que  preserva 
las  operaciones  de  composición  como  en  (1.3.1).  En  ese  caso  la  aplicación  0 : G <->•  H 
constituye  un  isomorfismo. 

Independientemente  de  la  naturaleza  de  cada  grupo,  una  vez  identificados  sus 
elementos  mediante  el  isomorfismo  0,  grupos  isomorfos  presentan  la  misma  tabla  de 
composición. 
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1.  ELEMENTOS  DE  LA  TEORIA  DE  GRUPOS 


El  isomorfismo  establece  una  relación  de  equivalencia  entre  grupos.  En  efecto,  es 
evidente  que  G m G;  que  si  G m H H m G,  y que  siG^FyFmH^GmH. 

Esto  permite  definir  clases  de  equivalencia , donde  dos  grupos  están  en  la  misma 
clase  si  son  isomorfos  entre  sí.  Todos  los  grupos  dentro  de  una  clase  presentan  la 
misma  tabla  de  composición,  la  que  entonces  caracteriza  a la  clase  de  equivalencia 
o grupo  abstracto. 

Los  diversos  grupos  pertenecientes  a una  misma  clase  constituyen  distintas  rea- 
lizaciones de  ese  grupo  abstracto  (cuyos  elementos  no  están  especificados).  Cada 
clase  de  equivalencia  puede  ser  identificada  por  uno  cualquiera  de  los  grupos  que 
contiene. 

Ejemplo  1.4.  Existe  mi  único  grupo  abstracto  de  orden  2,  denominado  Z2  y 
caracterizado  por  la  tabla  en  (1.2.16).  Distintas  realizaciones  de  ese  grupo  son  Z2, 
S2,  el  grupo  {+1,  —1}  respecto  del  producto  de  reales,  o el  grupo 


respecto  del  producto  usual  de  matrices. 

Similarmente,  existe  un  único  grupo  abstracto  de  orden  3,  denominado  Z3  y 
caracterizado  por  la  tabla  en  (1.2.18).  Distintas  realizaciones  de  este  grupo  son  el 
propio  Z3  o el  subgrupo  de  S3  correspondiente  a las  permutaciones  cíclicas  de  tres 
elementos,  {e,  a,  b},  cuya  tabla  está  dada  en  (1.2.17). 

Para  órdenes  mayores  de  3 es  posible  construir  varias  tablas  que  satisfacen  los 
axiomas  de  grupo.  

Un  homomorfismo  de  un  grupo  G sobre  un  grupo  de  operadores  lineales  H 
(definidos  sobre  cierto  espacio  lineal  E)  constituye  una  representación  lineal  de 
G.  Cuando  esta  aplicación  es  un  isomorfismo,  la  representación  se  dice  fiel. 

Si  el  espacio  de  la  representación  E es  de  dimensión  finita,  H es  un  grupo 
de  matrices  (cuando  los  operadores  son  referidos  a cierta  base  de  E).  En  ese  caso  se 
tiene  una  representación  matricial  de  G,  donde  la  operación  de  composición  en 
el  grupo  H se  reduce  al  producto  usual  de  matrices. 

Ejemplo  1.5.  La  asignación  de  una  matriz  M(<t)  a cada  permutación  cr,  como  en 
(1.2.12),  constituye  una  representación  matricial  fiel  del  grupo  Sp,  que  llamaremos 
representación  de  definición, 


(¡> : Sp  -H-  {M{a)  [ o e Sp}  . 


(1.3.3) 


1.3.  HOMOMORFISMO  - REPRESENTACIONES 
Por  ejemplo,  para  el  grupo  S3  tenemos 


h-» 

O 

O 

, , 

(0  0 1\ 

í°  1 °\ 

M(e)  =010 

, M(a)  = 

1 

1 0 0 

, M[b)  = 

0 0 1 

\0  0 1) 

\p  1 oj 

V 0 °/ 

M(a) 


M(/3) 


M(  7) 
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(1.3.4) 


Todo  grupo  tiene  una  representación  trivial,  en  la  cual  todo  elemento  es 
representado  por  el  operador  identidad.  La  mínima  dimensión  posible  para  el  espacio 
de  esta  representación  es  dimE  = 1,  en  cuyo  caso  tenemos  4>  : G —>  {1}.  Esta 
representación  no  es  fiel  (excepto  para  el  grupo  trivial  1L\  = {e}). 

Para  los  grupos  de  permutaciones  Sp  existe  una  segunda  representación  unidi- 
mensional, llamada  representación  alternada,  en  la  que  cada  permutación  a es 
representada  por  (la  matriz  delxl)-(-ló— 1,  de  acuerdo  a que  o sea  par  ó impar 
respectivamente. 

Esta  representación  tampoco  es  fiel,  excepto  para  S2.  Por  ejemplo,  para  S3  te- 
nemos (¡){e)  = (j)(a ) = (j>(b ) = +1  y (¡)(ct)  = <t>((3 ) = </>( 7)  = —1. 


Ejemplo  1.6.  Las  rotaciones  en  un  plano  forman  un  grupo  (subgrupo  del  grupo 
de  las  rotaciones  en  el  espacio  IR3).  Ellas  pueden  ser  representadas  como  matrices  de 
2x2  que  actúan  sobre  vectores  reales  del  mismo  plano  IR2  ( espacio  de  la  representa- 
ción). La  rotación  en  un  ángulo  p e [0,  27t)  alrededor  del  origen,  R(p),  corresponde 
a la  acción  de  la  matriz 


4>(R(<p))  = D(<p) 


(eos  (ip)  — sin(<¿>) 
sin((/?)  cos(<¿?) 


(1.3.5) 


Se  trata  de  una  representación  fiel,  puesto  que  la  relación  entre  R(<p)  y D(<p)  es 
biunívoca  y satisface  que 


4 > 1)  • RM)  = 4>{R  ([y>i  + Hi™*^*))  = 4>  (RM)  • 4>  (R(<p 2)) , (1.3.6) 


como  se  comprueba  fácilmente  del  cálculo  del  producto  de  matrices 


D{ip¡)  D(<f2)  = D (['Pl  + V’2]mod2i)  • 


(1.3.7) 
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1.  ELEMENTOS  DE  LA  TEORIA  DE  GRUPOS 


Por  otra  parte,  todas  las  matrices  D(ip)  en  (1.3.5)  pueden  ser  simultáneamente 
diagonalizadas,  para  llevarlas  a la  forma 

(é*  0 \ 

e-*j-  (1'3'8) 

Evidentemente,  el  conjunto  de  los  bloques  diagonales  (de  lxl)  constituye  una 
representación  unidimensional  fiel  del  grupo  de  rotaciones  en  el  plano, 

R(<p)  <->  D± (*,):=  e**,  (1.3.9) 

que  actúa  sobre  mi  espacio  de  representación  complejo  unidimensional,  y en  la  cual 
la  operación  del  grupo  se  reduce  al  producto  usual  de  complejos. 

Pueden  construirse  otras  representaciones  unidimensionales  no  fieles  de  este  gru- 
po mediante  la  asignación  R(<p)  — > Dm(ip)  = con  meZym  / ±1.  En  efecto, 
Dm(<Pi)Dm(ip2)  = Dm  ([<¿>!  + <¿>2]mod27r)  Y además  An(^f)  = eim^r  = 1 = Dm(  0), 
con  k = 0, 1, . . . m — 1.  


1.4.  Subgrupos  - Cosets 

Recordemos  que  un  subconjunto  H C G es  un  subgrupo  de  G si 

a)  el  elemento  identidad  e €E  H, 

b)  si  h E H =>  h~l  E H, 

c)  y hi,  h2  € H , se  tiene  que  /q  • h2  E H. 

Con  esas  propiedades,  H se  estructura  como  un  grupo  respecto  de  la  misma  ley  de 
composición  del  grupo  G.  En  efecto,  H es  cerrado  respecto  de  una  ley  de  composición 
asociativa,  con  neutro  e inverso. 

Teorema  1.1.  El  subconjunto  H C G es  un  subgrupo  del  grupo  G si  y sólo  si 
Va,  b 6 H resulta  que  a • b~x  e H. 

Por  una  parte,  resulta  evidente  que  si  H es  un  subgrupo  de  G,  entonces  a-b~l  e 
H,Va,b  E H. 

Supongamos  ahora  que  Va,  fe  € H resulta  que  a ■ fe-1  6 H.  Entonces, 

a)  Como  H no  es  vacío,  si  a E H =>  a ■ a-1  = e E H. 

b)  Además,  si  e,  a E H =>  e • a-1  = a-1  € H. 

c)  Finalmente,  si  a,  fe  E H =>  a,  fe-1  E H =>  a ■ (fe-1)-1  = a • fe  E H . 

Por  lo  tanto,  H es  un  subgrupo  de  G.  □ 

El  núcleo  (o  kernel)  de  un  homomorfismo  (f> : G H,  denotado  por  <jf>-1(e//), 
es  el  conjunto  de  los  elementos  de  G que  tienen  por  imagen  al  elemento  neutro  en 
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H, 

fi(g)  =eH,  Vg  € ) . (1-4.1) 

El  núcleo  de  un  homomorfismo  <j)  : G — > H es  un  subgrupo  de  G.  En  efecto, 
si  a,b  e =>  <j)(a ) = eH  y 0(fe_1)  = </>(6)_1  = e^1  = eH  ^ (j)(a  ■ fe-1)  = 

(¡){a ) ■ (f){b~l)  = e#  ‘ eH  = eií-  Por  1°  tanto,  a • fe-1  € <^_1(e#)  que,  en  consecuencia, 
es  un  subgrupo. 

Sea  H un  subgrupo  propio  del  grupo  G,  y sea  ax  ^ H . Consideremos  el  subcon- 
junto de  G formado  por  los  elementos  de  la  forma  ai  • h,  con  h E H,  que  denotamos 
por  a\-H . Si  3 ü2  ^ HGai-H,  formamos  el  subconjunto  02 • H = {02 • h,  con  h E H}, 
y así  siguiendo  hasta  agotar  los  elementos  del  grupo.  El  subgrupo  H puede  denotarse 
como  e • H . 

Los  subconjuntos  de  G así  construidos,  llamados  cosets  izquierdos2  del  sub- 
grupo H , son  disjuntos.  En  efecto,  si  dos  de  ellos  tuvieran  un  elemento  en  común, 
di  * /q  — Ufo  * /12,  con  /q , h*2  G H . Entonces,  ok  — (a¿  * /q)  * h 2 — a¿  * (/q  * ) — a^  * /13, 

donde  h3  = hx  ■ hjl  E H =>  ak  € a¿  • H,  lo  que  (por  construcción)  no  puede  ocurrir 
si  a*.  a¡.  Por  lo  tanto,  aj  • H fl  ak  • H = 0 para  k ^ i. 

Por  otra  parte,  los  cosets  a • H son  independientes  del  elemento  a = a • e E a ■ H 
que  se  emplea  en  su  construcción.  En  efecto,  supongamos  que  bEa-H=>b  = a-  h , 
para  algún  h E H.  Pero  entonces,  a = fe  • h~l  E b ■ H.  Sea  ahora  c = a-hiEa-H=> 
c = b ■ h~l  • h\  E b • H . En  esas  condiciones,  a • H C b ■ H.  Se  prueba  de  manera 
similar  que  fe  • H c a ■ H . En  consecuencia,  a ■ H = fe  • H. 

En  esas  condiciones,  el  conjunto  G puede  expresarse  como  la  unión  de  los  con- 
juntos disjuntos  correspondientes  a los  cosets  izquierdos  de  H, 

G = \Jak-H.  (1.4.2) 

fe 

En  particular,  si  G es  de  orden  finito,  fiG  = n,  también  lo  es  H C G,  y los  cosets 
tienen  todos  el  mismo  número  de  elementos  que  H,  #H  = m.  Como  los  cosets  son 
disjuntos,  los  hay  en  un  número  finito  k tal  que  n = mk.  Con  esto  queda  establecido 
el  siguiente  teorema. 

Teorema  1.2.  (de  Lagrange)3  El  orden  de  un  subgrupo  H de  un  grupo  de  orden 
finito  G es  un  divisor  del  orden  de  G, 

= N.  (1.4.3) 

2De  manera  similar  se  definen  los  cosets  derechos  de  H . 

3Joseph-Louis  Lagrange  (1736  - 1813). 
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1.  ELEMENTOS  DE  LA  TEORIA  DE  GRUPOS 


Una  consecuencia  inmediata  de  este  teorema  es  que  un  grupo  de  orden  primo 
sólo  tiene  subgrupos  impropios. 

Sea  G un  grupo  de  orden  finito  y sea  a 6 G mío  de  sus  elementos.  Consideremos 

el  conjunto  de  elementos  de  G de  la  forma  e,  a,  a2  = a-a, ... , ak+1  = a- ak, Como 

#G  < oo,  los  elementos  ak  no  pueden  ser  todos  distintos.  Supongamos  que  ap  = aq, 
con  p > q]  entonces  ap~q  = e.  Sea  n el  menor  número  natural  para  el  cual  an  = e. 
En  ese  caso,  el  elemento  a se  dice  de  orden  n. 

En  esa  condiciones,  el  conjunto  {e,  a,  a2, ... , an_1}  forma  un  grupo  llamado  gru- 
po cíclico  de  orden  n,  que  es  isomorfo  a Zn.  En  efecto,  ak  ■ a1  = ak+l^modn. 


Teorema  1.3.  (de  Cayley)4  Todo  grupo  de  orden  finito  n es  isomorfo  a un 
subgrupo  regular  de  Sn. 

Consideremos  la  tabla  de  la  ley  de  composición  en  un  grupo  G de  orden  finito  n, 


• 

e = 

ai 

a2 

ak 

a 

n 

e = ai 

ai 

ai 

ax 

a2  . 

. ai 

ak  ■ 

. ai 

an 

a2 

CÍ2 

aj 

0,2 

a2 

a2 

ak  ■ 

a2 

an 

a¡ 

ai 

aj 

a, 

a2  . 

. a¡ 

ak  . 

. at  • 

an 

an 

an 

ai 

a2  ■ 

• an 

ak  . 

• an 

an 

(1.4.4) 


donde  a!  = e. 

Primero  señalemos  que  los  elementos  no  se  repiten  en  la  filas  ni  en  las  columnas 
de  esa  tabla.  En  efecto,  si,  por  ejemplo,  un  elemento  se  repitiera  en  la  í-ésima  fila, 
a¿  • a^  = ai  ■ a¡  =>  a*.  = a¿,  lo  que  no  puede  ser  dado  que  los  elementos  de  G tienen 
una  única  entrada  en  la  tabla  para  la  multiplicación  a derecha. 

En  consecuencia,  la  k-é sima  columna  (que  corresponde  a la  multiplicación  a de- 
recha por  ak  y en  la  que,  como  se  dijo,  aparecen  los  n elementos  del  grupo)  se  obtiene 
de  la  primera  mediante  una  permutación  regular  (es  decir,  una  permutación  que 
no  deja  invariante  ningún  elemento): 


(1.4.5) 


donde  7rk  es  una  biyección  de  {1, 2,  • • • , n}  en  {1, 2,  • • • , n}  que  no  tiene  puntos  fijos. 


(ai  \ 

^ ai  * ak  ^ 

' a-nk(  1)  ’ 

0*2 

a2  • ak 

ank(2) 

* 

• ak  — > 

— 

l 

\ an  J 

\ , an  - ak  J 

V a*k(n)  / 

4Arthur  Cayley  (1821  - 1895). 
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Hemos  convenido  en  representar  esa  operación  por 

7Tfc(l)  7Tfc(2)  ...  7 Tfc(fc)  ...  7Tfc(n)' 


<H«fc)  = 


1 


k 


n 


\k{-Kkx(\))  7Tfc(7rfc1(2))  ...  M^k1^))  •••  «■*(*■* 

^(l)  ^í2)  •••  ••• 


(1.4.6) 


1 2 ...  k ...  n 

«kW  nk\2)  •••  WfcW  ••• 

Esta  correspondencia  entre  elementos  de  G y el  conjunto  de  permutaciones  regulares 
así  construidas  (más  la  identidad)  es  uno  a uno,  puesto  que  si  <f>(ai)  = (f>(ak),  entonces 
7T|  = 7Tfc  y necesariamente  las  columnas  l-é sima  y fc-ésima  son  idénticas,  de  modo  que 
ai  = ak. 

Para  la  multiplicación  a derecha  por  la  composición  de  dos  elementos  tenemos 


, (1.4.7) 


al  ^ 

^ a7Tfc(l)  ^ 

^ a7r,(7rfc(l)) 

^ anionk(l)  ^ 

0*2 

a7Tfc(2) 

a7T,(7rfc(2)) 

a7Tio7r*.(2) 

• ak  ■ ai  — ^ 

• d/  — y 

; 

— 

‘ 

O'Tl  j 

V a*k(n)  ) 

V °iri(irfc(n))  j 

\ aTTlOTTk(n)  / 

y para  la  representación  de  esta  operación 


4>{ak  • ai)  = 


7T/0  7Tfc(l)  7TJ  O 7Tjfe(2)  ...  7p  O 7Tfc(n) 


1 


n 


o nk  (nk  x(l))  71 -i  O 7 rfc  (7Tfc  x(2))  . 

^(2) 


• TTiOTTfc  (7Tfc1(n))' 


V(n) 


7T/(1)  7T,(2)  ...  7T/(n) 

SkH1)  nk1(2)  •••  M\n), 


(1.4.8) 


1 2 
^(i)  M\2)  ■ 


n \ (MI)  M 2) 

• V 1 2 

= 0(afc)  • <¡>(ai) . 


• 7r/(n) 

7Í 


Por  lo  tanto,  <j>  establece  un  isomorfismo  entre  el  grupo  G de  orden  n y un 
subgrupo  regular  de  orden  n del  grupo  de  permutaciones  de  n elementos,  Sn.  □ 
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1.  ELEMENTOS  DE  LA  TEORIA  DE  GRUPOS 


Siendo  Sn  un  grupo  de  orden  finito,  resulta  que  el  número  de  subgrupos  que 
contiene  es  necesariamente  finito.  Esto  implica  que  hay  sólo  un  número  finito  de 
grupos  de  orden  n E N que  no  son  isomorfos  entre  sí. 


1.5.  Clases  de  elementos  conjugados 

Dos  elementos  a,b  E G se  dicen  conjugados  si  existe  un  tercer  elemento  g E G 
tal  que  a = g • b ■ g~x. 

Esta  definición  establece  una  relación  de  equivalencia.  En  efecto, 


a)  todo  elemento  es  conjugado  de  sí  mismo:  a = e • a ■ e 

b)  si  a es  conjugado  de  b,  entonces  b es  conjugado  de  a:  a = g • b • g~l  =>  b = 
g~l  -a-  (s-1)-1; 


c)  si  a es  conjugado  de  b,  y b lo  es  de  c,  entonces  el  primero  es  conjugado  del 
último:  a = g ■ b ■ g~x,  b = h • c • h~l  =>  a = (g  ■ h)  • c ■ (g  ■ h)~x. 


Mediante  esta  relación  pueden  organizarse  los  elementos  del  grupo  G en  clases 
de  equivalencia,  llamadas  clases  de  elementos  conjugados. 


Algunas  consecuencias: 

■ El  elemento  neutro  forma  una  clase  por  sí  solo:  si  a = g ■ e ■ g~l  =>  a = e. 

■ Si  G es  un  grupo  Abeliano,  cada  elemento  forma  una  clase  por  sí  mismo: 
a = g -b-  g~x  = b-  g ■ g~x  = b. 

• Todos  los  elementos  de  una  clase  son  del  mismo  orden:  Supongamos  que  b 
es  de  orden  n y que  a = g -b  ■ g~x;  entonces  an  = g -bn  ■ g~l  = g ■ e ■ g~x  = e. 


Ejemplo  1.7.  Para  determinar  las  clases  de  elementos  conjugados  del  grupo  Sn, 
consideremos  dos  permutaciones 


1 


n 


a = 


cr(l)  cr( 2)  ...  a(n)J  ’ 


T 


1 2 

r(l)  r(2) 


n 

■ r(n). 


(1.5.1) 


La  inversa  de  r está  dada  por 


r(l)  t(2)  . 
1 2 . 


n 


(1.5.2) 
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de  modo  que 


a T-i  = / 1 2 • • • n V f r(1) 

\t(1)  t(  2)  ...  r(n)y  \er(l)  a(  2)  ...  cr(n)y 

/ <r(l)  o-(2)  ...  o-(n)  \ (t(1)  t( 2)  ...  r(n)\ 

V"Mi))  r(<7(2))  •••  r(cr(n)) / \^(i)  ^í2)  •••  *(»)/ 


(1.5.3) 


/ r(l)  r( 2)  ...  r(n)  \ 

VrMl))  ^H2))  •••  T(<r(n))J 


Este  resultado  corresponde  a realizar  la  misma  permutación  física  de  elementos  que 
con  er,  pero  a partir  de  un  ordenamiento  distinto,  dado  por  r(l)  r( 2)  ...  r(n). 
Esto  puede  verse  fácilmente  si  se  considera,  por  ejemplo,  una  transposición  simple, 
cr  = (1  2),  para  la  cual, 


r 


a ■ r 


-i 


/V(l)  t(  2)  r(3)  ...  r(n)\ 
\T(2)  r(l)  r(3)  ...  r(n)J 


(r(l)  r(2)) , 


o un  ciclo  de  tres,  a — (1  2 3),  para  el  cual  tenemos 


(1.5.4) 


/V(l)  t(2)  t(3)  r(4)  ...  r(n)\ 

\r(2)  t(3)  t(1)  t(4)  ...  r(n)j 


(t(1)t(2)t(3)).  (1.5.5) 


En  el  caso  general,  se  puede  comprobar  que  a y t ■ a ■ r_1  se  descomponen  en 
ciclos  de  la  misma  longitud,  si  bien  los  elementos  involucrados  por  ellos  en  uno  y 
otro  caso  son,  en  general,  diferentes. 

Recíprocamente,  se  puede  mostrar  que  dos  permutaciones  que  presentan  la  mis- 
ma estructura  en  ciclos  son  conjugadas  una  de  la  otra. 

De  ese  modo,  la  descomposición  en  ciclos  permite  caracterizar  las  clases  de  ele- 
mentos conjugados  en  el  grupo  Sn.  Por  ejemplo, 

S2  : 1 ^ ^ ^ 1 =>•  2 clases,  (1.5.6) 

\ 7 = (1  2)  / 


í e = (1)  (2)  (3) 

S3  : ¿ o = (1  2 3),  b=  (1  3 2) 

[a  = ( 2 3),  0 = (3  1),  7 = (1  2) 


=>•  3 clases, 


(1.5.7) 


24 


1.  ELEMENTOS  DE  LA  TEORIA  DE  GRUPOS 


e 


S4: 


(1  2),  (13),  ... 

(1  2)  (3  4),  (1  3)  (2  4),  ...  ► 
(1  2 3),  (1  2 4),  ... 

(1  2 3 4),  (1  3 2 4),  ...  , 


5 clases 


(1.5.8) 


(donde  hemos  omitido  los  ciclos  de  longitud  uno). 

También  se  ve  que  el  número  de  clases  de  Sn  es  igual  al  número  de  particiones 
de  n.  Por  ejemplo,  para  S4 


4 = 1 + 1 + 1 + 1, 

4 = 2 + 1 + 1, 

4 = 2 + 2,  (1.5.9) 

4 = 3 + 1, 

4 = 4. 


Esto  permite  representar  gráficamente  las  clases  mediante  diagramas  de  Young5, 
en  los  que  cada  ciclo  es  representado  por  un  número  de  cuadros  contiguos,  dispuestos 
horizontalmente,  igual  a su  longitud. 


{e}  ” > {(12)  (3)  (4),  _ , 


{(12)  (3  4),  ...}->  EB  , {(12  3)(4),  EP  , 


(1.5.10) 


{(1  2 3 4),  ...}+•  mm  . 


También  podemos  calcular  el  número  de  permutaciones  en  cada  clase  consi- 
derando las  posibles  disposiciones  de  los  cuatro  elementos  en  los  cuadros  del  co- 
rrespondiente diagrama,  teniendo  en  cuenta  que  disposiciones  que  difieren  en  una 
permutación  cíclica  de  los  elementos  de  un  ciclo,  o en  el  intercambio  de  los  elementos 


5Alfred  Young  (1873  - 1940). 
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de  dos  ciclos  de  la  misma  longitud,  corresponden  a la  misma  permutación: 


#1  H I = 5 = 1-  #1  P 


4! 


2x2! 


= 6, 


# 


4! 


22  x 2! 


3,  # 


(fp) 


4! 


8, 


(1.5.11) 


#(  una ) 


4! 


6, 


cuya  suma  corresponde  al  orden  del  grupo,  #G  = 4!. 

La  generalización  al  caso  de  Sn  es  inmediata:  si  en  un  diagrama  se  tienen  rx 
ciclos  de  longitud  1,  r 2 ciclos  de  longitud  2,  etc,  el  orden  de  la  clase  es 

n\ 


#(•••) 


lri  x 2r2  x — x ?r!  x r2! . . . 


(1.5.12) 


1.6.  Subgrupos  invariantes 

Se  llama  subgrupo  conjugado  de  un  subgrupo  H C G a aquel  subgrupo  de 
G cuyos  elementos  se  obtienen  de  los  de  H por  conjugación  con  un  elemento  fijo 

9 € G, 

H'  = g ■ H ■ g-1  = {tí  E G \ tí  = g ■ h ■ g~\  con  h E H}.  (1.6.1) 

Este  conjunto  constituye  efectivamente  un  subgrupo:  sean  h[ , h'2  E H' , entonces 
h\  2 = g • h\  2 ■ g~l  =>  h\  • {h'2)~l  = g ■ hx  • (/¿2)1  * 9~l  € H',  dado  que  hx  • (fi2)_1  £ H. 

Un  subgrupo  se  dice  invariante  si  contiene  a todos  sus  subgrupos  conjugados, 
g • H ■ g~x  c H,  V g € G. 

Si  H es  invariante,  entonces  contiene  a sus  elementos  en  clases  completas:  h E 
H =>  g-h-g-1  E H,  \/g  eG. 

Ejemplo  1.8.  Los  siguientes  son  ejemplos  de  subgrupos  invariantes: 

■ Los  subgrupos  impropios  {e}  y G,  así  como  la  intersección  de  subgrupos 
invariantes,  son  invariantes. 

■ Todo  subgrupo  de  un  grupo  Abeliano  es  invariante. 

■ El  núcleo  (f)~l{e¡j)  de  un  homomorfismo  <f>  : G — » H es  un  subgrupo  invarian- 
te. En  efecto,  supongamos  que  a E 0_1(e#)  (¡>{a)  — e¡j.  Entonces,  V g E G 

tenemos  que  <j)(g  ■ a ■ g-1)  = <f>(g)  ■ (¡>{a)  ■ 0(y_1)  = <j)(g)  ■ eH  • ^(y)_1  = eH.  En 
consecuencia,  el  subgrupo  (ver  Sec.  1.4)  contiene  a sus  elementos  en 

clases  completas. 
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■ El  conjunto  de  las  matrices  regulares  (con  inversa)  de  n x n forman  el 
grupo  lineal  GL(n ) (respecto  del  producto  usual  de  matrices).  El  conjunto 
de  las  matrices  den  xn  con  determinante  igual  a 1 constituye  el  subgru- 
po especial  lineal  SL(n),  que  es  invariante.  En  efecto,  si  M € SL(n), 
det{NM  N-1)  = detiV  detM  (detiV)”1  = 1,  V N £ GL(n). 


Si  H es  un  subgrupo  invariante  de  G,  entonces  sus  cosets  izquierdos  coinciden 
con  los  cosets  derechos.  En  efecto,  sea  a • H = {a  • h \ h £ H},  entonces  a ■ h = 
(a  • h • a-1)  • a = h'  • a £ H • a,  Vh  £ H,  puesto  que  h!  = a • h ■ a~l  £ H.  En 
consecuencia,  a • H C H ■ a.  De  manera  similar  se  demuestra  que  II  ■ a C a-  H.  Por 
lo  tanto,  si  H es  invariante  =>  a ■ H = H ■ a,  V a £ G. 

Un  grupo  se  dice  simple  si  no  contiene  subgrupos  propios  invariantes. 

Un  grupo  se  dice  semi-simple  si  no  contiene  subgrupos  propios  Abelianos  in- 
variantes. 


Ejemplo  1.9.  los  únicos  grupos  Abelianos  simples  son  los  grupos  cíclicos  de 
orden  primo,  que  no  tienen  subgrupos  propios.  


1.7.  El  grupo  cociente 


Sea  H un  subgrupo  invariante  de  G.  Podemos  descomponer  a G en  cosets  iz- 
quierdos de  H , de  modo  que  G = e-  HUal-HUa,2-H...,  donde  a*.  ^ H,  V k. 

Consideremos  dos  elementos  cualesquiera  • H y a*.  • h2  £ ■ H.  Su 

composición  es 

(a*  • hi ) • (afc  • h2 ) = (a¿  • ak ) • (ajT1  • hi  ■ ak ) • h2  £ (a*  • ak ) • H , (1-7.1) 

puesto  que  (ajT1  • h\  ■ ak ) e H,  V h\,  h2  £ H. 

Entonces  resulta  natural  definir  una  operación  entre  cosets  de  modo  que 


(<J¿  ■ H)  m (ak  ■ H)  — (o*  ■ dk)  ■ H . 


(1.7.2) 


Puesto  que  ella  se  basa  en  la  composición  en  G,  esta  operación  es  asociativa.  Existe 
un  elemento  neutro  que  corresponde  a H = e • H,  y todo  coset  ak  • H tiene  un  inverso 
correspondiente  al  coset  que  contiene  al  elemento  ajT1,  a^1  ■ H 


(a  • H)  ■ (e  • H)  = (a  ■ e)  • H = (a  ■ H) , 


(a  • H)  ■ (a~l  ■ H)  = (a  ■ a”1)  • H = (e  • H) . 


(1.7.3) 


Así  estructurado,  el  conjunto  de  cosets  del  subgrupo  invariante  H conforma  un 
grupo  llamado  grupo  cociente  y denotado  por  G/H . 


1.8.  PRODUCTO  DIRECTO  DE  GRUPOS 
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Es  posible  establecer  un  homomorfismo  (j) : G — > G/H  cuyo  núcleo  es  4>~Y{eG/H)  = 
H . En  efecto,  sea  <j)  una  aplicación  que  asigne  a cada  elemento  de  G el  coset  que  lo 
contiene, 

</>{h)  :=  e • H,  (¡){a-h ) :=  a ■ H,  V h E H,  V a H . (1.7.4) 

Entonces, 


4>(a,i  • hi)  • 4>(ak  ■ h2 ) = (a¿  • H ) • ( ak  ■ H ) = (a¿  ■ ak)  ■ H = 


= 0((a*  • ak ) • h3)  = ■ hfi)  • ( ak  ■ h2 )) , 


(1.7.5) 


donde  h3  = ak1  ■ hx  • ak  • h2  € H . Entonces  (j>  es  un  homomorfismo  de  núcleo  H. 


Teorema  1.4.  Sea  (f>  : G — >•  G'  un  homomorfismo  (sobreyectivo)  de  núcleo 
= H C G.  Entonces,  H es  un  subgrupo  invariante  de  G y el  grupo  cociente 
G/H  es  isomorfo  a G' . 

Ya  sabemos  que  el  núcleo  de  un  homomorfismo  es  un  subgrupo  invariante,  res- 
pecto del  cual  podemos  construir  el  grupo  cociente  G/H. 

Definamos  ahora  una  aplicación  (j>  : G/H  — > G'  de  modo  que 

4>{a  ■ H)  = (j)(a).  Dado  que  dos  elementos  en  a ■ H difieren  en  la  composición  con 
un  elemento  de  H , esta  asignación  es  independiente  del  elemento  empleado  para 
caracterizar  el  coset:  (¡){a  ■ h ) = (J>{a)  ■ (j)(h)  = (¡>{a)  ■ é = V h € H. 

Entonces, 


<t>({a  • H)-(b  • H))  = <f)((a  -b)  ■ H)  = <j>{a  ■ b ) = 
= 4>(a)  ■ <t>(b)  = fi(a  • H)  • ^(6  • H) . 


(1.7.6) 


Por  lo  tanto,  (f> : G/H  — > G'  es  un  homomorfismo. 

Como  el  rango  de  fi(g)  es  todo  G',  V g1  E G1  3g  € G tal  que  (f)(g  • H)  = <f)(g)  = g'. 
Por  lo  tanto,  (f> : G/H  — » G1  también  es  sobreyectivo. 

Finalmente,  si  0(a  • H)  = (f)(b  ■ H)  =>  fi(a)  ■ </>(6)_1  = <f>{a  ■ fe-1)  = e'.  Entonces, 
a ■ b~r  E H =>  a = h ■ b E H ■ b = b • H,  por  ser  H invariante.  Pero  entonces 
a • H = b ■ H,  y el  homomorfismo  es  uno  a uno  (es  decir,  es  un  isomorfismo) . 

Por  lo  tanto,  G/H  « G1.  □ 


1.8.  Producto  directo  de  grupos 

A partir  de  dos  grupos  G\  y G2  es  posible  construir  un  tercer  grupo  G = G\  x G2, 
llamado  producto  directo,  de  la  siguiente  manera. 
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Sean  ai,  &i,  ci,  • • • E Gx  y a2,  ¿2,  C2,  • • • € G2.  El  grupo  Gi  x G2  es  el  conjunto  de 
los  pares  ordenados  (51,52)  estructurado  con  la  ley  de  composición 

(ai,  a2)  • (61,  b2)  :=  (ax  • 61,  a2  • b2) . (1.8.1) 

Puede  verificarse  que  esta  ley  es  asociativa,  tiene  por  elemento  neutro  al  par  (ei,  e2), 
y el  inverso  de  (51,52)  es  el  par  (5f  1,52~1)-  Si  G 1 y G2  son  de  orden  finito,  fyG  = 

#Gi  #G2. 

Los  elementos  de  la  forma  (ei,  52)  forman  un  subgrupo  invariante  G¿  de  G\  x G2, 
isomorfo  a G2.  Similarmente,  los  pares  de  la  forma  (51,  e2)  forman  un  subgrupo 
invariante  Gx  de  GxxG2,  isomorfo  a Gx.  Evidentemente,  elementos  de  esos  subgrupos 
conmutan  entre  sí, 

(eii  52)  • (5i,  e2)  = (51,52)  = (5i,  e2)  • (ei,52),  (1-8.2) 

y todo  elemento  de  Gx  x G2  puede  escribirse  en  la  forma  de  un  producto  como  en 

(1-8-2)-  _ _ 

Puede  verificarse  fácilmente  que  G/G2  ~ Gx,  y que  G/Gx  ¡=s  G2.  Por  ejemplo, 
los  elementos  de  G ¡G2  son  los  cosets  de  la  forma 

(ai,e2)  • G2  = {(ai,e2)  • (^1,52)  = (ai, 52),  52  € G}  (1.8.3) 

para  cada  ai  E Gi,  de  donde  resulta  de  inmediato  el  isomorfismo  G/G2  ~ Gi. 

Recíprocamente,  si  un  grupo  G tiene  dos  subgrupos  invariantes  Gi  y G2  tales 

que 

Gi  íT  G2  = {e}  y 5i  • 52  = 52  ‘ 5i,  ^5i  ^ Gi , 52  € G2  , (1.8.4) 

y si  todo  elemento  5 € G tiene  una  descomposición  (única6 *)  como  un  producto  de 
la  forma  5 = 51  • 52,  con  gi  E Gx , g2  E G2,  entonces  G = Gi  x G2.  También  en  este 
caso  G/G2  » Gi  y G/Gx  « G2. 

1.9.  Automorfismo  - Centro  de  un  grupo 

Un  automorfismo  es  un  isomorfismo  de  un  grupo  en  sí  mismo,  <f>  : G E+  G. 
El  conjunto  de  todos  los  automorfismos  forma  un  grupo  respecto  de  la  composición 
usual  de  aplicaciones.  Su  elemento  neutro  es  la  aplicación  identidad. 

Ejemplo  1.10.  Para  el  grupo  cíclico  {e,  a,  a2},  la  aplicación 

(¡>{e)  = e , (¡){a)  = a2  , </»(a2)  = a,  (1.9.1) 

6En  efecto,  si  un  elemento  de  G puede  expresarse  como  g = gx  ■ g2,  y también  como  g = g'x  ■ g'2, 

donde  gx,g[  € Gx  y 52,32  E (?2>  entonces  ( <7 j j1  -51  = g'2  ■ g^ ' = e,  de  donde  resulta  que  la 

descomposición  es  única. 


1.10.  ESPACIOS  CLASICOS 
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es  un  automorfismo.  

Un  endomorfismo  es  un  automorfismo  definido  mediante  la  conjugación  por 
un  elemento  fijo  del  grupo, 

0a  : G G | (¡>a(g)  = a ■ g ■ a 1,  V g E G . (1.9.2) 

El  conjunto  de  los  endomorfismos  sobre  G,  End(G),  forma  un  subgrupo  del  grupo 
de  los  automorfismos,  que  resulta  ser  homomorfo  al  propio  grupo  G.  En  efecto, 

(0a  o 4>b)(g)  = <j>a  ( Mo ))  =4>a(b-g • ¿r1)  = 

= Ub)  • Mg)  • Mb-1)  = a-b.g-b-l-a~1=  (1.9.3) 

= (a  • b)  ■ g ■ (a  • 6)_1  = <j>ab(g),  Vg  eG. 

Por  lo  tanto  0a  ° 06  = 0a-6  y Ia  aplicación  $ : G — »•  End(G)  tal  que  <h(a)  = 0O  es 
un  homomorfismo:  <f>(a  • b)  = (¡>a.b  = 4>a°<f>b  = 3>(a)  • í>(6).  En  particular,  í>(e)  = 0e, 
la  identidad  en  el  grupo  de  automorfismos. 

El  núcleo  de  este  homomorfismo,  $_1  (0e),  está  constituido  por  los  elementos  de 
G para  los  cuales  (b(a)  = 0a  = 0e,  es  decir,  tales  que 

<l>a(9)  =ag-a~l  = (j)e(g)  = g=>a-g  = g-a,  Wg  eG.  (1.9.4) 

Esto  corresponde  al  centro  del  grupo  G , es  decir,  al  conjunto  C de  aquellos  elemen- 
tos que  conmutan  con  todo  otro  elemento  de  G. 

Por  ser  el  núcleo  de  un  homomorfismo  <f>  : G — > End(G),  C es  un  subgrupo 
invariante  de  G y End(G)  es  isomorfo  a G/C  (ver  Teorema  1.4). 

1.10.  Espacios  clásicos 

En  lo  que  sigue  estaremos  interesados  en  representaciones  matriciales  de  gru- 
pos, es  decir,  en  homomorfismos  con  grupos  de  operadores  lineales  definidos  sobre 
espacios  de  dimensión  finita. 

En  un  espacio  euclídeo  de  dimensión  n , E,  generado  por  la  base  {ej,  e2, . . . , en}, 
los  vectores  tienen  desarrollos  de  la  forma 

n n 

x = 2_Jxi*ek,  y = 22ykek’  (í.io.i) 

k=  1 k=l 

y el  producto  escalar  (hermítico  y positivo  definido)  puede  escribirse  como 

n n 

C X , y)  = ^2  X*k  (ejfc,  e/)  yi=y^  x*k  gkt  yi , 
k,l=l  k,l= 1 


(1.10.2) 
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donde  gki  = (efe,  e¡)  = g¡k. 

En  esas  condiciones,  la  métrica  del  espacio  g = (gki)  define  sobre  C"  una  forma 
cuadrática,  sesquilineal  y positiva  definida  (hermética f , 

x]gy  = ( x,y ) = {jj] gx)*  , (1.10.3) 

donde  x,  y E Cn  tienen  por  componentes  a los  coeficientes  de  Fourier  en  (1.10.1). 

Como  la  métrica  es  una  matriz  autoadjunta , g^  = g,  ella  puede  ser  diagonalizada 
para  ser  llevada  a la  forma  diag(A1?  A2, . . . , A„),  con  los  Xk  > 0.  Un  cambio  adecuado 
en  las  escalas  de  los  vectores  de  la  base  permite  reducirla  a la  matriz  identidad, 
g = ln  (lo  que  corresponde  a adoptar  una  base  ortonormal  para  E). 

En  el  caso  de  espacios  euclídeos  reales,  la  métrica  g define  sobre  Mn  una  forma 
bilineal,  simétrica  y positiva  definida, 

xl  gy  = (x,y)  = yl  gx , (1.10.4) 

donde  x,  y E y gl  — g. 


Ahora  bien,  en  la  Física  también  tienen  aplicación  espacios  lineales  más  gene- 
rales que  los  espacios  euclídeos.  Por  ejemplo,  el  espacio  de  Minkowski7 8  M4,  que 
es  un  espacio  real  con  métrica  regular  y simétrica  pero  no  positiva  definida,  g = 

diag(+l,  —1,  —1,  — 1). 


Un  espacio  E dotado  de  un  producto  interior  hermético  y no  degenerado 9 que 
no  es  positivo  definido  es  llamado  pseudo-euclídeo.  También  en  este  caso  puede 
elegirse  una  base  para  E formada  por  vectores  unitarios  ortogonales,  {ex,  e2, . . . , en} 
con  (ek,ei)  =0,  para  k ^ l.  Pero  como  la  norma  no  es  positiva  definida  se  tiene  que 


(efe,  e¡)  = (e¡,  ek )*  = gki  = 


+4i,  1 < k < p , 

Su,  p+1  <k  <p  + q = n, 


(1.10.5) 


donde  el  par  de  enteros  (p , q),  cuya  suma  es  la  dimensión  de  E,  es  la  signatura  del 
espacio.  Esta  signatura  es  una  propiedad  del  espacio  y no  depende  de  la  elección  de 
un  sistema  ortonormal  en  E. 

La  métrica  de  los  espacios  pseudo-euclídeos,  dada  por  la  matriz  regular  auto- 
adjunta  g = (gki)  = g\  define  una  forma  hermítica  sobre  Cn  que  no  es  positiva 
definida: 

xjgy  = ( x,y ) = {fi] gx)*  . (1.10.6) 


7Charles  Hermite  (1822  - 1901). 

8Hermann  Minkowski  (1864  -1909). 

9Una  forma  cuadrática  se  dice  no  degenerada  si  f(x,  y)  = 0,  \/y  e E =>  x = 0. 
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En  estos  espacios  existen  vectores  no  nulos  que  tienen  norma  nula  (por  ejemplo,  los 
vectores  tipo  luz  del  espacio  de  Minkowski). 

En  espacios  pseudo-euclídeos  reales  de  dimensión  n,  la  métrica  g — gtes  una 
matriz  regular  real  y simétrica  que  define  sobre  M.n  una  forma  cuadrática  bilineal 
simétrica  no  positiva  definida, 

xlgy  = (x,y)  = ylgx . (1.10.7) 


Si  en  un  espacio  lineal  (real  o complejo)  se  tiene  un  producto  interior  no  dege- 
nerado bilineal  y antisimétrico, 

(ax,by)  = ab(x,y) , (x,  y)  = - (y,  x) , (1.10.8) 

se  está  en  presencia  de  un  espacio  simpléctico. 

Se  puede  mostrar  (ver  más  adelante)  que  estos  espacios  tienen  dimensión  par 
(2 n)  y que  en  ellos  siempre  puede  seleccionarse  un  sistema  completo  de  vectores 
unitarios  de  la  forma  ( base  de  Darboux)  {e1?  e2, . . . , en,  /j,  /2,  . . . , /n}  que  satisfacen 

(efc,e¿)  = 0 = (fk,  fi) , 

(efe,  fi)  = = -( fi,ek ) , 

para  k,l  = 1,2 , ,n.  Desarrollando  los  vectores  respecto  de  esa  base  tenemos 

(x,y)  = x*gy  = -rfgx , (1.10.10) 

donde  la  métrica 

/ n i \ 

-*  (1.10.11) 


(1.10.9) 


9 = 


“ln  0 


= - 9 


define  una  forma  bilineal  antisimétrica  sobre  M2n  ó C2n,  según  el  caso. 

Todo  vector  de  un  espacio  simpléctico  tiene  norma  nula, 

xtgx  = —xtgx  = 0.  (1.10.12) 


1.11.  Operadores  isométricos 

Un  operador  lineal  que  conserva  los  productos  interiores  en  un  espacio  clásico  E, 

(Ax,Ay)  = (x,y),  Vx,y  6 E,  (1.11.1) 

se  dice  isométrico. 

Un  operador  isométrico  es  llamado  unitario,  pseudo-unitario  o simpléctico 
según  que  el  espacio  sea  euclídeo,  pseudo-euclídeo  o simpléctico  respectivamente. 
De  la  definición  del  operador  adjunto  en  espacios  de  dimensión  finita  tenemos 


que 


(A'Ai,j)  = (A  x,  A y)  = (x,y)  , Wx,ye  E, 


(1.11.2) 
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de  donde  resulta  que  = A 1 (dado  que,  en  este  caso,  el  inverso  a izquierda  lo  es 
también  a derecha). 


El  conjunto  de  los  operadores  isométricos  (o  isometrías)  sobre  un  espacio  E 
forma  un  grupo  respecto  de  la  composición  usual  de  operadores.  En  efecto,  tenemos 
que 

a)  el  operador  identidad  es  una  isometría, 

b)  cada  isometría  tiene  una  inversa  dada  por  su  adjunto,  que  es  también  isométri- 
co: 

(Af  x,  Af  y)  = (AAf  x , AAf  y)  =(x,y),  Vx,y  € E , (1.11.3) 

c)  si  A y B son  isométricos,  entonces  AB  es  también  una  isometría: 


((AB)x,  (AB)y)  = (A(Bi),A(Bj))  = 


= (Bi,Bj)  = (x,y),  Vi,¡/e  E. 


(1.11.4) 


Referido  a una  base  de  E,  el  operador  A está  descrito  por  una  matriz  A = (Aki). 
Si  la  métrica  es  hermítica,  tenemos 


(A  x,A  y)  = (Aiá  Xi)*  gkl  ( Atj  %■)  = 


(1.11.5) 


= a; ' A*  g A y = ad  g y,  Vx,y  e C"  (ó  Mn)  =>  A*  g A = g , 

En  consecuencia,  las  isometrías  preservan  la  métrica  del  espacio.  En  términos  de  la 
matriz  adjunta,  la  inversa  está  dada  por  A-1  = g~l  A^  g. 

De  esa  relación  se  deduce  inmediatamente  que 

det  (A^  g A)  = det  A'  det  g det  A = det  <7  ^ 0 =>  |det  A\2  = 1 , (1.11.6) 

es  decir,  det  A = et0  si  el  espacio  es  complejo,  o det  A = ±1  si  el  espacio  es  real. 


Si  la  métrica  es  bilineal  y antisimétrica, 


(A  x,Ay)  = ( Aki  Xi)  gkí  ( Ay  y¡)  = 

= xt  Ai  g Ay  = xlgy,  Vx,  y € C”  (ó  Mn)  =>  Alg  A = g . 


(1.11.7) 


También  en  los  espacios  simplécticos  las  isometrías  preservan  la  métrica.  La  matriz 
inversa  está  dada  en  este  caso  por  A-1  = g~l  A{  g. 

En  particular,  el  operador  correspondiente  a la  matriz  Al  = y-1  gl  es  una  iso- 
metría en  los  espacios  simplécticos.  En  efecto, 


M‘gM  = g(g  ')'gg  1 g‘ = g ■ 


(1.11.8) 
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Esta  matriz  es  también  unimodular, 

det  Ai  = det  ( g~lgl ) = (det  g)_1  det g = 1 . 
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(1.11.9) 


Pero  como  la  métrica  es  antisimétrica,  Ai  = g~1gt  = —g~lg  = — IdimE  =>• 
det  Al  = (— l)dimE.  En  consecuencia,  la  dimensión  de  los  espacios  simplécticos  es 
necesariamente  par. 

Por  otra  parte, 

det  (A*  g A)  = (det  A)2  detg  = det  <7  7^  0 =>  (det  A.)2  = 1 , (1.11.10) 

pero  en  este  caso  se  puede  mostrar  que  det  A = 1.  En  efecto,  dada 

A B 
C D 

donde  A , B,  C , D son  matrices  denxn  cuyos  elementos  toman  valores  en  el  cuerpo 
K = lóC,  tenemos  que  (respecto  de  la  base  de  Darboux) 

A*  Cl  \ f 0 1 n \ í A B \ / O lr 

C D 


(1.11.11) 


B‘  D‘ 
y,  en  consecuencia, 


An  0 


1„  0 


(1.11.12) 


AtD-CtB  = 1„,  AtC  = CtA,  BtD  = DtB. 


(1.11.13) 


Supongamos  ahora  que  A es  regular.  La  descomposición  de  Schur10  nos  per- 
mite escribir 

' ln  0 \ ( A 0 ^^l„  A~XB 


A = 


(1.11.14) 


CA~l  ln  ) \ 0 D-CA~lB  ) V 0 ln 
donde  D — CA~XB  es  el  complemento  de  Schur  de  A en  A.  Evidentemente, 

det  A = det  A x det  (D  — CA~XB)  . (1.11.15) 

Ahora  bien,  de  (1.11.13)  resulta  que 

Ct  = AtCA~l,  A1  (D-CA~lB)  = ln,  (1.11.16) 

dado  que  CA~l  = (CV1_1)£,  lo  que  implica  que 

det  A 1 x det  ( D — CA~lB ) = det  A = 1 . (1.11.17) 

Finalmente,  nótese  que 


, , A B \ n f C D \ í D C 

det  ] = (—1)  det  í ] = det  ( 

CD  \ A B \ B A 


(1.11.18) 


10Issai  Schur  (1875  -1941). 
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de  modo  que  en  la  descomposición  (1.11.15)  puede  emplearse  el  complemento  de 
Schur  de  cualquiera  de  sus  bloques  (siempre  que  sea  invertible). 


1.12.  Principales  grupos  de  matrices 


Ya  hemos  mencionado  anteriormente  al  grupo  general  lineal  GL(n,M.  ó C), 
formado  por  las  matrices  (reales  o complejas)  regulares  de  n x n,  y a su  subgrupo 
especial  lineal  SL(n,M.  ó C),  de  matrices  unimodulares. 

De  acuerdo  a los  resultados  de  la  sección  anterior,  podemos  introducir  distintos 
grupos  de  isometrías  como  subgrupos  de  los  anteriores  que  preservan  la  correspon- 
diente forma  cuadrática. 

En  mi  espacio  euclídeo  complejo  de  dimensión  n y métrica  g = ln,  las  matrices 
unitarias,  que  satisfacen  WU  = ln,  forman  el  grupo  U (n).  Esa  relación  impone 
n + 2 n(n  — l)/2  = n2  condiciones  sobre  sus  n2  elementos  complejos,  lo  que  reduce  a 
n2  el  número  de  sus  parámetros  reales  independientes.  Si  U E U (n)  =>•  |det  U\  = 1. 

Este  grupo  contiene  un  subgrupo  (invariante)  unimodular  SU (n),  formado  por 
las  matrices  unitarias  de  determinante  igual  a 1,  cuyos  elementos  están  identificados 
por  n2  — 1 parámetros  reales  (ya  que  tomar  det  U = 1 corresponde  a eliminar  un 
parámetro  real). 

En  un  espacio  euclídeo  real  de  dimensión  n,  el  conjunto  de  las  matrices  ortogo- 
nales de  n x n,  que  satisfacen  RlR  = ln,  conforman  el  grupo  0(n).  Esa  igualdad 
impone  n + n(n  — l)/2  = n(n  + l)/2  condiciones  sobre  sus  n2  elementos  reales,  de 
modo  que  estas  matrices  quedan  especificadas  por  n2  — n(n  + l)/2  = n(n  — l)/2 
parámetros  reales.  Si  R € 0(n)  =>  det  i?  = ±1. 

Este  grupo  contiene  mi  subgrupo  (invariante)  SO(n),  formado  por  las  matrices 
ortogonales  de  determinante  igual  a 1,  cuyos  elementos  también  dependen  de  n(n  — 
l)/2  parámetros  reales  (ya  que,  en  este  caso,  seleccionar  det R = 1 no  corresponde  a 
eliminar  un  parámetro  continuo). 

En  el  caso  de  espacios  pseudo-euclídeos  con  métrica 


(1,12.1) 


el  grupo  de  isometrías  corresponde  al  de  las  matrices  pseudo- unitarias  U (p,  q ) o 
pseudo-ortogonales  0(p,q),  según  sea  el  espacio  complejo  o real, 


í/t gU  = g=>  |det U\  = 1, 
Rlg  R = g =>  det  R = ±1 . 


(1.12.2) 
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Esos  grupos  contienen  subgrupos  unimodulares  invariantes,  denotados  por  SU (p,  q) 
y SO(p,  q ) respectivamente.  En  cada  caso,  el  número  de  parámetros  independientes 
resulta  de  un  razonamiento  similar  al  anteriormente  empleado. 


Por  su  parte,  en  un  espacio  simpléctico  (real  o complejo)  de  dimensión  2 n con 
métrica 


9 = 


(1.12.3) 


el  grupo  de  isometrías  corresponde  al  grupo  de  matrices  simplécticas  Sp(2n,  M ó C), 
que  satisfacen  Ml  g M = g,  las  que  (como  se  dijo)  tienen  determinante  detM  = 
1.  Puesto  que  ambos  miembros  de  esa  igualdad  son  matrices  antisimétricas,  ella 
corresponde  a la  imposición  de  2n(2n  — 1)/2  condiciones  (reales  o complejas,  según  el 
caso).  En  consecuencia,  el  número  de  parámetros  independientes  (reales  o complejos, 
según  el  caso)  es  (2 n)2  — 2n(2n  — l)/2  = 2 n2  + n = n(2n  + 1). 


En  el  espacio  de  n-uplas  de  cuatemiones11 , Hn,  se  define  el  grupo  (hiper) unitario 
U (n,  H)  cuyos  elementos  son  matrices  de  cuaterniones  que  preservan  la  métrica  ln. 
Este  grupo  se  puede  identificar  con  un  subgrupo  de  Sp(2n,  C)  definido  como  la 
intersección  Sp(n)  :=  U(2n)  fl  Sp(2n,C).  Se  puede  mostrar  que  estas  matrices, 
de  dimensión  2 n x 2 n,  quedan  especificadas  mediante  un  conjunto  de  n(2n  + 1) 
parámetros  reales. 


Finalmente,  señalemos  que  la  aplicación  exponencial  de  una  matriz  B se 
define  por  la  serie 


e 


B 


E 


Bn 


(1.12.4) 


la  cual  converge  en  el  sentido  de  la  norma  de  los  operadores. 

Entonces,  si  A = A)  es  una  matriz  autoadjunta,  entonces  elA  es  unitaria.  En 
efecto,  (elA)*  = e^tA^  = e~tAf  = e~lA  = ( elA ) 1. 

Similarmente,  si  K = —Kl  es  real  y antisimétrica,  entonces  eK  es  una  matriz 
ortogonal:  (e^)*  = e~K  — ( eK ) 1 . 

Por  otra  parte,  si  eB  es  una  matriz  simpléctica  de  dimensión  2 n x 2 n,  teniendo 
en  cuenta  que  ( ig )2  = l2n,  tenemos  que 


eBt  = -ge-B g = e~(ia)B(ia)  = e9*9  =>  Bl  = gBg  . (1.12.5) 


^Cuaterniones:  generalización  de  los  números  complejos  introducida  por  William  R.  Hamilton 
(1805  - 1865)  e,  independientemente,  por  Benjamín  O.  Rodrigues  (1795  - 1851).  Ese  conjunto  es 
un  espacio  lineal  generado  por  cuatro  elementos,  {1,  i,  j,  &},  que  satisfacen  las  relaciones  i2  = j2  = 
k 2 = ijk  = —1. 
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Capítulo  2 


REPRESENTACIONES  MATRICIALES  EN  MECÁNICA 

CUÁNTICA 

2.1.  El  caso  de  una  partícula  en  un  potencial  par 

Consideremos  una  partícula  cuántica  que  se  desplaza  en  una  línea  recta  bajo  la 
influencia  de  un  potencial  par,  V(—x)  = V(x). 

El  operador  Hamiltoniano1  de  ese  sistema  es 

" = iüf£+v<*>-  <211> 

definido  sobre  el  subespacio  denso  T>(H)  de  las  funciones  E L2(K)  que  tienen 
una  derivada  segunda  localmente  sumable  y tales  que  Hxjj{x)  E L2(M). 
Consideremos  un  vector  de  estado  ip(x)  E 'D(H),  entonces 

= X(x)  E La(R).  (2.1.2) 

Supongamos  ahora  que  preparamos  al  sistema  con  la  orientación  contraria,  de  modo 
que  su  estado  esté  descrito  por  el  vector  ^{—x).  Dado  que  el  potencial  es  par, 
podemos  referir  el  operador  H al  sistema  de  coordenadas  invertido:  sea  y = —x, 
entonces 

-h2  d2 

Hx  = — + V(-x)  = Hy , (2.1.3) 

2 m d{-x)2  y 

de  donde  resulta  que 

Hxi¡)(-x)  = Hyip(y)  = x(y)  = X(~x).  (2.1.4) 

Podemos  introducir  un  operador  lineal  V definido  sobre  todo  L2(M),  que  trans- 
forma los  vectores  según 

ViJj(x)  = ij>{—x).  (2.1.5) 

Nótese  que  V : V(H)  -»•  V(H). 

La  ecuación  (2.1.5)  puede  ser  interpretada  como 

HV^{x)  = VX(x)  = VHi¡){x).  (2.1.6) 

Es  decir,  Vi/^)  € 'D(H),  denso  en  L2(R),  es 

C VH  - HV)  ip(x)  = 0 =>[P,H]  = O.  (2.1.7) 


1 William  Rowan  Hamilton  (1805  - 1865). 
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Teniendo  en  cuenta  que  V2ip(x)  = Vx/j(—x)  = ip(x),  vemos  que  V2  = /,  es  decir, 
V~l  = V.  También  se  ve  fácilmente  que  = V. 

En  consecuencia,  tenemos  un  grupo  de  operadores  definidos  sobre  todo  L2(M), 


G = {/,?}  «Z2, 


(2.1.8) 


los  que  conmutan  con  H en  el  dominio  denso  T>(H).  Esto  corresponde  a un  grupo 
de  simetrías  del  sistema,  puesto  que  las  probabilidades  de  transición  no  cambian 
por  la  aplicación  de  esas  transformaciones2: 


( V^e-^V t/>2)  = = 


(2.1.11) 


Consideremos  ahora  un  autovector  de  H (que  supondremos  no  degenerado), 

= E^e(x).  (2.1.12) 

Como  el  correspondiente  subespacio  característico  es  unidimensional,  todo  otro  au- 
tovector correspondiente  al  mismo  autovalor  debe  ser  proporcional  a tpE-  Además, 
como  V conmuta  con  H:  V deja  invariante  ese  subespacio  característico  de  H,  de 
modo  que 

HVipE  = VHipE  = EVtpE-  (2.1.13) 

En  consecuencia,  ViJje(x)  = "0(— x)  = c^{x)i  donde  c es  una  constante  cuyo  cua- 
drado es  c2  = 1.  Depende  del  autovector  considerado  que  c = +loc=—  1,  lo  que 
corresponde  al  hecho  bien  conocido  de  que  las  autofunciones  de  Hamiltonianos  pares 
son  de  paridad  definida. 

Pero  desde  el  punto  de  vista  de  la  teoría  de  grupos,  se  puede  decir  que  la  acción 
del  operador  V en  el  subespacio  característico  considerado  está  representada  por  la 
multiplicación  por  +1  o por  —1.  Más  precisamente,  para  aquellos  subespacios  para 
los  cuales  c = 1 queda  establecido  un  homomorfismo  entre  G y el  grupo  trivial 
Zi,  mientras  que  para  aquellos  en  los  cuales  c = — 1 se  está  en  presencia  de  una 
representación  fiel  del  grupo  G «Z2. 

2E1  operador  de  evolución  U(t)  = e~tHt  es  la  solución  de  la  ecuación  diferencial 

dtU(t)  = ~^HU(t) , con  U(0)  = I . (2.1.9) 

h 

Si  [P,H]  = O (es  decir,  si  V^HV  = H)  entonces  [P,U(t)\  = O.  En  efecto, 

dt(v'U{t)V)  =Pf  \ V = -^H (v^u{t)vy,  (2.1.10) 


y como  V'U(0)V  = V2  = I,  resulta  que  V*U(t)V  = U{t). 


2.2.  EL  CASO  DE  UNA  PARTICULA  EN  UN  POTENCIAL  CENTRAL 
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2.2.  El  caso  de  una  partícula  en  un  potencial  central 

Consideremos  ahora  una  partícula  cuántica  en  M3  sometida  a la  influencia  de  un 
potencial  central,  V = U(|x|). 

El  operador  Hamiltoniano  para  este  problema  es 

H = + UW),  (2.2.1) 

donde  Ax  es  el  Laplaciano3  en  M3.  Su  dominio  de  definición  T)(H ) es  el  subespacio 
de  las  funciones  ip{pí)  € L2(R3)  tales  que  sus  derivadas  parciales  segundas  d ¿'V(x) 
son  localmente  sumables  y i/^>(x)  € L2(M3). 

Consideremos  vector  de  estado  ip(x)  E 'D(H),  entonces 

Htp{x)  = x(x)  € L2(R3) . (2.2.2) 

Supongamos  ahora  que  preparamos  el  sistema  con  una  orientación  distinta  en  el 
espacio,  de  modo  que  su  estado  esté  representado  por  el  mismo  vector  'ip(y)  pero 
respecto  de  un  sistema  de  coordenadas  rotado  respecto  del  inicial.  La  relación  entre 
las  coordenadas  de  un  mismo  punto  del  espacio  en  el  sistema  de  coordenadas  inicial, 
x 6 M3,  y en  el  sistema  rotado,  y E IR3,  es  lineal:  x = Ry}  donde  R es  una  matriz 
real  de  3 x 3.  En  componentes, 

%k  — Rki  yi-  (2.2.3) 

Una  rotación  del  sistema  de  coordenadas  preserva  las  distancia  entre  el  punto  con- 
siderado y el  origen,  de  modo  que  R es  una  matriz  ortogonal: 

(x, x)  = (Ry,Ry)  = (y, R* R y)  = (y , y),  Vy  el3,  (2.2.4) 

lo  que  implica  que  Rf’R  = 13.  Como  R es  una  función  continua  de  los  ángulos  de 
Euler,  det  R = +1.  En  consecuencia,  R E SO(3),  con  Rl  = R~x . 

La  función  de  onda  que  describe  al  sistema  físico  rotado,  referida  al  sistema  de 
coordenadas  inicial,  es  (suponiendo  que  se  transforma  como  un  escalar) 

$(*)  = 1>(y)  = V>(#-1x).  (2.2.5) 


Podemos  ahora  referir  el  Hamiltoniano  al  sistema  de  referencia  rotado,  teniendo 
en  cuenta  que  el  potencial  es  central.  En  efecto,  para  y = f?-1x  tenemos  por  un  lado 
V(|x|)  = V(|y|),  mientras  que 


_d_=9yL_9_=(fít)  A=o  ^ 

dxk  dxk  dyi  lk  dyi  dyi 


Ax 


d d 
dxk  dxk 


d 

dyi 


Rkl  Rkm 


d 

dym 


0 

dym 


= Ay. 


(2.2.6) 


3Pierre-Simon  de  Laplace  (1749  - 1827). 
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Entonces, 

Hx  ^(fi_1x)  = Hy  V'(y)  = x(y)  = x(-R-1x).  (2.2.7) 

También  en  este  caso  podemos  introducir  un  conjunto  de  operadores  lineales 
definidos  sobre  L2(M3)  que,  para  cada  R e SO (3),  transformen  los  vectores  de 
estado  según 

n(R)i¡}(x)  = V’GR^x).  (2.2.8) 

Nótese  que  R{R)  : V(H)  -A  V(H). 

En  esas  condiciones,  V^>(x)  € 'D(H)  denso  en  L2(K3),  podemos  reescribir  la 
eq.(2.2.7)  como 

HK(R)il>(x)  = K(R)x(x)  = R(R)Hi¡>(x).  (2.2.9) 

En  consecuencia, 

R(R)H -HR(R)  = [R(R),H]  = 0,  Vi?eSO(3).  (2.2.10) 

Los  operadores  lineales  R(R)  tienen  las  siguientes  propiedades: 

• R(R)  es  unitario4: 

(R.(R)4>,K(R)X)  = í V>(fi-1x)*x(R-1x)¿3x  = 

= />My)‘x(y)(detK)  <fy  = (2.2.11) 

= (V'.x).  e L2(M3),  y y Re  SO(3). 


4E1  dominio  de  77(1?)  es  todo  L2(K3)  y,  en  particular,  7 7(1?)  preserva  las  normas, 

||  77(fl)</>  ||2=  (K(RW,R(RW)  = (i¡>,4>)  =||  * ||2  . 

Su  rango  es  todo  el  espacio  de  Hilbert,  pues  V0(x)  € L2(M3) 

V»(x)  = 1>(R  R-1  x)  = 77(fl)x(x),  con  X(x)  = x)  e L2(E3), 
y también  es  inyectivo  ya  que 

= fc(*)x(x)  =►  77(1?)  (V’(x)  - X(x))  = 0 =►  Mx)  - x(x))  = 0. 

Entonces,  77(1?)  es  una  biyección  de  L2(ffi3)  en  todo  L2(R3)  con  inversa  acotada.  Además,  por 
ser  acotado,  su  adjunto  está  definido  en  todo  L2(M3)  y coincide  con  su  inversa,  n'(R)  = n-\R). 
En  efecto,  Vi/i,  y 6 L2(R3)  tenemos  que 

W-,  x)  = R(R)x)  = piHR)1l(KH>,  x)  =>  77t(l?)77(l?)  = I . 

Y como  Rank(77(l?))  = L2(K3),  V^i, x € L2(M3)  existen  ip,x  G L2(R3)  tales  que  ip  = lZ(R)ip,x  = 
7 Z(R)x,  de  modo  que 

(V',7e(i?)7e+(JR)x)  = (7^(i^)^,7^(JR)7^+(JR)7^(JR)x)  = (V-,  x)  =►  77(7?)77t(l?)  = 1 . 
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• El  conjunto  de  los  operadores  1Z(R),  con  R E SO  (3),  se  estructura  (respecto  de 
la  composición  usual  de  operadores  sobre  un  espacio  de  Hilbert5)  como  un  grupo 
isomorfo  a SO(3).  En  efecto,  sean  R\R2  = R3,  entonces,  V ip(x)  E L2(M3) 

n(Rl)R(R2)^)  = n(R1)  (K(iW(x))  = 

= KfR,W(R;‘x)  = = 

(2.2.12) 

= «(K.jy-'x)  = = 1í(fi3)V>(x), 


=>  R(Ri)R,(R2)  — R,(RiR2),  V Ri,  R2  s SO(3). 

Por  lo  tanto,  el  grupo  de  operadores  es  homomorfo  a SO(3)  (constituye  una  repre- 
sentación lineal  de  SO(3)).  Pero  la  relación  entre  ambos  grupos  es  uno  a uno.  En 
efecto,  si  R{R\)  = R(R2)  entonces,  para  todo  ^¿>(x)  € L2(K3)  se  tiene  que 

7e(fíi)^(x)  = vw'x)  = lx)  = 7 e(fl2)v>(x),  (2.2.13) 

y eso  es  posible  sólo  si  R\  = R2.  En  consecuencia,  el  grupo  de  operadores  así  ob- 
tenido, que  actúa  sobre  un  espacio  de  funciones  escalares  a valores  en  L2(M3),  es 
isomorfo  al  grupo  de  rotaciones  en  el  espacio,  SO(3).  En  particular,  R(l3)  — I y 
R{R-1)  = R)(R). 

Dado  que  los  operadores  R(R)  son  unitarios  y conmutan  con  el  Hamiltoniano 
H , se  trata  de  un  grupo  de  simetrías  del  sistema  cuántico.  En  efecto,  las  trans- 
formaciones que  producen  preservan  las  probabilidades  de  transición  entre  estados6, 

(R(RW,e-imn(R)X)  = {R(R)i>,R(R)e-kmx)  = 

(TL\R)U(R)i,,  e-imx)  = (lí>,  e~imx)  . (2.2.14) 

Consideremos  ahora  el  subespacio  característico  correspondiente  al  autovalor  E 
de  H . En  general,  será  degenerado  con  degeneración  finita  n.  Entonces  podemos  se- 
leccionar un  conjunto  de  n autovectores  linealmente  independientes  correspondientes 
al  autovalorE,  que  generan  ese  subespacio: 

= Eipgfx),  con  k = 1, 2, n.  (2.2.15) 

5 David  Hilbert  (1862  - 1943). 

6 Aquí  también,  de  la  ecuación  de  Schródinger  (Erwin  Rudolf  Josef  Alexander  Schródinger 
(1887  - 1961))  se  deduce  que  si  TZ^  (R)HTZ(R)  = H entonces  1Z^  (R)U  (t)1Z(R)  = U(t),  donde 
U(t)  = exp (—y  Ht)  es  el  operador  de  evolución  del  sistema  cuántico.  Ver  Nota  al  pie  en  página  38. 
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Todo  autovector  de  ese  subespacio  característico  de  H se  puede  expresar  como 
una  combinación  lineal  de  los  i¡)kE{x).  Por  otra  parte,  los  operadores  7 Z(R)  dejan  inva- 
riante a ese  subespacio,  puesto  que  conmutan  con  el  Hamiltoniano.  En  consecuencia, 
para  cada  R E SO(3)  y para  cada  k = 1, n, 

n 

W(fl)4(x)  = ^ 4(x)D »(«),  (2.2.16) 

i=l 

con  ciertos  coeficientes  D ik(R)  que  dependen  de  la  rotación  considerada  R. 

Por  aplicación  sucesiva  de  las  transformaciones  en  L2(M3)  asociadas  a dos  rota- 
ciones, € SO(3),  obtenemos 

n 

K(B,)K(R2)V>|(x)  =^K(«1)4(x)Dlfc(fi2)  = 

Z=1 
n n 

EE  V'E(x)Dmi(fi1)Dífc(ñ2)-  (2.2.17) 

1=1  m= 1 

Pero  también  es 

n 

= 7e(ñ1fí2)V'|(x)  = ^ (2.2.18) 

m=l 

Y como  los  V'eÍx)  son  linealmente  independientes,  resulta 

n 

Dm;(  j?i)D¿fc(fl2)  = Dmfc(/?iñ2),  (2.2.19) 

i=i 

o bien,  definiendo  matrices  D (R)  de  dimensión  n x n cuyos  elementos  son  los  coefi- 
cientes Dik(R), 

D(R1)D(ñ2)  = D(R!R2).  (2.2.20) 

En  consecuencia,  el  conjunto  de  matrices  D (R)  conforman  un  grupo  homomorfo 
a SO(3).  Es  decir,  constituyen  una  representación  matricial  de  SO(3),  cuyas 
matrices  describen  la  acción  de  los  operadores  R(R)  en  el  subespacio  característico 
correspondiente  al  autovalor  E. 

Las  anteriores  consideraciones  imponen  (en  el  caso  general)  restricciones  sobre 
los  subespacios  de  degeneración  de  los  autovalores  del  Hamiltoniano,  pues  establecen 
que  deben  ser  espacios  de  representación  de  los  grupos  de  simetría  del  sistema 
físico  considerado  (es  decir,  espacios  en  los  que  sea  posible  construir  una  represen- 
tación matricial  de  esos  grupos). 

En  efecto,  no  es  a-priori  evidente  que  dado  un  cierto  grupo  pueda  construirse 
una  representación  matricial  de  una  dimensión  arbitraria  (más  adelante  veremos  que 
las  dimensiones  de  las  representaciones  matriciales  irreducibles  del  grupo  SO (3) 
son  impares,  n = 2j  + 1,  con  j E N U {0}). 
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En  ese  sentido,  el  conocimiento  de  las  representaciones  matriciales  del  grupo 
de  simetrías  de  un  Hamiltoniano  permite  prever,  en  alguna  medida,  el  grado  de 
degeneración  de  sus  autovalores  (es  esperable  que  en  el  espectro  de  H se  den  diversas 
representaciones  matriciales  de  esos  grupos). 

Volviendo  al  ejemplo  anterior,  señalemos  que  la  elección  de  una  base  en  el  subes- 
pacio característico  correspondiente  al  autovalor  E de  H es  arbitraria.  Supongamos 
que  adoptamos  un  nuevo  sistema  completo  de  n autofunciones  de  H, 

= Exe(*),  con  k = 1, 2, ...,  n.  (2.2.21) 

relacionadas  con  las  anteriores  por 

n 

V>!(x)  = (2  2 22) 

Í=1 

donde  la  matriz  A = (A^)  es  regular.  Entonces,  la  relación  inversa  es 

n 

xl  (x)  = ■ (2.2.23) 

1=1 

La  acción  de  los  operadores  R(R)  sobre  los  vectores  de  la  nueva  base  es 

n n n 

^TOxt(x)  = ^K(ñ)tó(x)AÍ  = £ £ V-?(x)D = 

/=1  1=1  771=1 

n n n 

= E xt(x)  E E A-JUflMS*-  <2'2'24) 

p=  1 m=l  Í=1 

Pero  definiendo  matrices  D'  como  se  hizo  antes,  también  tenemos 

n 

ft(fl)xt(x)  = E x£(x)D V(H),  (2.2.25) 

p=l 

de  modo  que  las  matrices  de  la  nueva  representación  matricial  se  obtienen  de  las 
anteriores  por  una  transformación  de  similitud: 

D \R)  = AD(R)A~1,  Vi?  € SO(3),  (2.2.26) 

donde  A no  depende  de  R.  Nótese  que  ambas  representaciones  describen  la  misma 
transformación  de  vectores  en  el  subespacio  característico  del  autovalor  E , pero 
referidas  a dos  bases  distintas. 

Dos  representaciones  matriciales  que  pueden  obtenerse  una  de  la  otra  por  una 
transformación  de  similitud  se  dicen  equivalentes. 

También  es  posible  elegir  un  sistema  ortonormal  como  base  del  subespacio  con- 
siderado. En  ese  caso, 


(V'!(x),V4(x))  = ski- 


(2.2.27) 
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Y como  los  operadores  de  la  representación  lineal  de  SO (3)  antes  construida  son 
unitarios, 

Su  = (wmV’lto.rcwtto)  = 

n n 

= (£^(x)D*(fl),£>|(x)D,,(fl))  = 

p=l  9=1 

n n 

=EEDp*(fl)'(«w,«w)N(fi)  = 

p=l  9=1 

n n n 

= EE  Dpk(RYSpqDql(R)  = ]T  DPfc(i?)*Dpí(i?),  (2.2.28) 

p=l  9=1  p=l 

es  decir,  las  matrices  D(i?)  son  unitarias, 

Dt(i?)D(ñ)  = ln,  Vi?  e SO(3).  (2.2.29) 

En  consecuencia,  referida  a una  base  ortonormal,  la  representación  obtenida  es  uni- 
taria. 

Señalemos  finalmente  que,  como  [7?.(i?),  H]  = O,  aquellos  observables  que  se 
expresen  como  función  de  los  operadores  7 Z(R)  únicamente  son  constantes  de 
movimiento,  de  modo  que  cada  grupo  de  simetrías  tiene  asociado  un  cierto  número 
de  magnitudes  conservadas. 

En  el  subespacio  característico  correspondiente  al  autovalor  E,  que  es  invariante 
frente  al  grupo  de  transformaciones,  esos  observables  se  expresan  en  términos  de 
las  matrices  D(i?)  únicamente.  De  ese  modo,  de  ellas  depende  un  cierto  conjunto  de 
números  cuánticos  adicionales  que  permiten  distinguir  entre  los  diversos  autovectores 
de  H correspondientes  al  mismo  autovalor  E. 

2.3.  Grupos  de  simetrías 

Desde  un  punto  de  vista  más  general,  diremos  que  una  operación  que  se  realiza 
sobre  un  sistema  físico  (que  no  necesariamente  involucra  un  cambio  de  coordendas) 
es  una  operación  de  simetría  si  ella  no  afecta  el  resultado  de  las  mediciones  que  se 
efectúen  sobre  el  sistema.  Cuando  estas  operaciones  se  estructuren  como  un  grupo 
hablaremos  de  grupo  de  simetrías. 

En  Mecánica  Cuántica,  a cada  estado  de  un  sistema  físico  le  corresponde  un 
vector  de  norma  1 en  un  espacio  de  Hilbert,  tf;  € Tí,  definido  a menos  de  una  fase 
arbitraria.  Frente  a una  operación  de  simetría  sobre  el  sistema  físico  el  vector  de 
estado  cambia  según  ip  — » ijj'  E Ti.  Podemos  pensar  que  esa  transformación  es 
efectuada  por  la  aplicación  de  un  operador  IÁ  definido  sobre  7?,  que  establece  la 
correspondencia  i¡/  = IÁ  ip. 
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Ahora  bien,  si  se  trata  de  una  simetría,  esa  transformación  no  afecta  las  proba- 
bilidades de  transición  entre  estados,  de  modo  que  U debe  preservar  los  módulos  de 
los  productos  escalares, 

l(x',^)l  = WxM*)\  = \(xM , v^,x  € n.  (2.3.1) 

Esa  igualdad  se  satisface  trivialmente  si  U es  un  operador  lineal  y unitario , en  cuyo 
caso 

WxMV)  = (x,V0-  (2.3.2) 

Pero  no  es  esa  la  única  posibilidad.  Existe  un  teorema  debido  a Wigner'  que  esta- 
blece que  siempre  es  posible  elegir  las  fases  (arbitrarias)  de  los  vectores  de  estado 
normalizados  de  modo  tal  que  se  dé  uno  de  los  siguientes  casos, 

■ U es  lineal  y unitario: 

U (a  + b x)  = alÁ  ip  + bU  x, 

{U^Mx)  = WbX)-  (2-3.3) 

■ U es  antilineal  y unitario  (antiunitario)8: 

U{ail>  + bx)  = a*U^  + b*Ux, 

(lhl),Ux)  = (ip,x)*  ■ (2.3.4) 

No  obstante,  sólo  el  caso  de  transformaciones  que  involucran  la  inversión  tem- 
poral están  realizadas  en  términos  de  operadores  antiunitarios.  Dejando  de  lado 
ese  caso  muy  particular,  sólo  tendremos  que  considerar  representaciones  lineales 
de  grupos,  es  decir,  transformaciones  del  sistema  físico  realizadas  en  el  espacio  de 
Hilbert  en  términos  de  operadores  lineales  y unitarios. 

Consideremos  dos  elementos  de  un  grupo  G,  <7i  • <72  = <73  € G.  Cada  uno  de  esos 
elementos  tendrá  asociado  un  operador  lineal  U(g)  sobre  Ti,  de  modo  que  por  la 
aplicación  sucesiva  de  dos  transformaciones  al  vector  de  estado  ip  E H obtenemos 

U(9i)U(gM  = M(9.)(M(s>W)  = X.  (2.3.5) 

7Eugene  Paul  Wigner  (1902  - 1995). 

8E1  adjunto  de  un  operador  antilineal  debe  ser  definido  como 

(W+  ip,x)  = {■4’MxY  , 

de  manera  consistente  con  la  antilinealidad  de  U, 

(W+  V’.ay)  =a(Uii/j,x)  =a(xp,Ux)*  = W,a.* U x)*  = (4 ’MaxY  ■ 
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mientras  que  aplicando  el  operador  asociado  a <73  (que  corresponde  a la  misma 
operación  física  sobre  el  sistema) 

U(gi  -92)^  = x'-  (2.3.6) 

Los  vectores  \ Y x'  representan  el  mismo  estado  del  sistema  físico,  por  lo  que  sólo 
pueden  diferir  en  una  fase.  Como  i\)  es  un  vector  arbitrario  de  7/,  se  concluye  que 
esa  fase  es  independiente  de  ip,  y sólo  puede  depender  de  los  elemento  g\  y g2, 

U(9i  ■ 92 ) = exp  ( ia(gi,g2 ))  U{gi)  U(g2).  (2.3.7) 

En  consecuencia,  a cada  operación  física  sobre  el  sistema  puede  corresponder  un 
conjunto  de  operadores  que  difieren  entre  sí  en  una  fase.  Si  esos  factores  de  fase 
adicionales  no  pueden  ajustarse  todos  ellos  a 1 eligiendo  convenientemente  las  fases 
de  los  operadores  U(g),  se  dice  que  se  está  en  presencia  de  una  representación 
proyectiva  del  grupo  de  transformaciones. 

En  el  caso  de  tener  representaciones  proyectivas,  existe  un  homomorfismo  de  un 
grupo  de  operadores  G sobre  el  grupo  G de  transformaciones  consideradas,  (¡) : G — * 
G.  En  particular,  habrá  un  conjunto  de  operadores  X = {/,  exp  (ia(g,  g^1))/, ...}  C 
G que  sólo  difieren  de  la  identidad  en  una  fase  y que  son  aplicados  por  efecto  del 
homomorfismo  en  el  elemento  identidad  e de  G.  Este  conjunto,  claramente  contenido 
en  el  centro  del  grupo  G , constituye  el  núcleo  del  homomorfismo,  X = <^>-1(e),  que  es 
un  subgrupo  invariante  de  G.  De  la  definición  de  grupo  cociente  (ver  Sección  1.4), 
ya  sabemos  que  en  ese  caso  G es  isomorfo  a G/X  por  la  correspondencia  g <->•  U (g)X. 
Esto  es,  cada  transformación  del  grupo  sobre  el  sistema  físico  estará  realizada  en  el 
espacio  de  Hilbert  de  estados  del  sistema  por  un  conjunto  de  operadores  que  difieren 
entre  sí  en  un  factor  de  fase. 

En  esas  condiciones,  el  estudio  de  las  representaciones  proyectivas  de  un  grupo 
G se  reduce  al  estudio  de  las  representaciones  ordinarias  de  un  grupo  más  amplio, 
G,  llamado  grupo  de  cubrimiento  de  G,  al  cual  G es  homomorfo. 

Del  conjunto  de  las  representaciones  matriciales  del  grupo  de  cubrimiento  G,  son 
representaciones  ordinarias  del  grupo  G aquellas  que  aplican  el  núcleo  X en  la  matriz 
identidad  de  la  representación. 
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Capítulo  3 


REPRESENTACIONES  MATRICIALES  DE  GRUPOS  DE 

ORDEN  FINITO 


3.1.  Representaciones  equivalentes  - Caracteres 


Consideremos  dos  copias  del  espacio  Cn,  E y E',  y sea  A una  matriz  regular 
(de  dimensión  n x n)  que  represente  una  aplicación  con  inversa  entre  esos  espacios, 
A : E — > E'.  Dada  una  representación  matricial  de  un  grupo  G establecida  sobre  el 
espacio  E, 

D :G  ^ D(G)  = {D(g)  :E^E,Vg  eG}  (3.1.1) 

(donde  D es  un  homomorfismo  de  G en  un  grupo  de  matrices  de  n x n,  D(G)),  es 
posible  construir  una  representación  matricial  de  G sobre  E'  de  modo  que 

D'(G)  :=  { D'(g ) = AD(g)A~1  : E'  ->  E ' y g E G}  . (3.1.2) 


En  efecto,  Vji,j26G  tenemos 


D,(g1)D'(g2)  = AD{gi)A~lAD{g2)A-1  = 


= AD(g i • g2 )A  1 = D'(g , • g2) . 


(3.1.3) 


Dos  representaciones  de  la  misma  dimensión  cuyas  matrices  se  relacionan  por 
una  transformación  de  similitud, 

D\g)  = AD{g)A~l  ,V  g e G , con  A fijo,  (3.1.4) 

se  dicen  equivalentes. 

Esto  constituye  una  relación  de  equivalencia  que  permite  agrupar  las  represen- 
taciones matriciales  de  un  grupo  G en  clases  de  representaciones  equivalentes. 

Se  llama  carácter  del  elemento  g E G en  la  representación  D(G ) a la  traza  de 
la  matriz  que  lo  representa, 


X(g)  :=  tr{D(y)}  , con  D(g)  e D(G) . (3.1.5) 


Esta  es  mía  propiedad  del  elemento  g E G e n cada  clase  de  representaciones  equiva- 
lentes. En  efecto,  los  caracteres  de  un  mismo  elemento  g E G e n dos  representaciones 
equivalente  coinciden, 

X'{g)  = tr{D'(í/)}  = tr{AD(g)A~1}  = tr {D(g)}  = x(g) , (3.1.6) 
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dada  la  invarianza  de  la  traza  frente  a permutaciones  cíclicas  de  las  matrices  en  su 
argumento. 

En  particular,  el  carácter  del  neutro  es  la  dimensión  de  la  representación 
X(e)  = tr{D(e)}  = tr{ldimE}  = dim  E . (3.1.7) 


Por  otra  parte,  a elementos  conjugados  de  G les  corresponde  el  mismo  carácter  en 
cada  clase  de  representaciones  equivalentes  de  ese  grupo.  En  efecto,  si  g'  = a- g ■ a-1, 


x(g')  = tr {D(a  g-a  !)}  = tr {D(a)D(g)D(a  x)}  = 

= = x(g)  ■ 


(3.1.8) 


En  consecuencia,  el  número  de  caracteres  diferentes  no  puede  superar  al  número  de 
clases  de  elementos  conjugados  en  el  grupo  (que  es  finito  si  el  grupo  es  de  orden 
finito) . 


Por  lo  tanto,  cada  clase  de  representaciones  equivalentes  de  un  grupo  G está  ca- 
racterizada por  mi  conjunto  de  caracteres,  uno  por  cada  clase  de  elementos  conju- 
gados en  G. 


3.2.  Representaciones  irreducibles 

Dada  una  representación  D(G ) de  un  grupo  G sobre  un  espacio  E,  un  subespacio 
F C E se  dice  invariante  frente  a la  acción  del  grupo  si,  Vr  e F,  y V <7  E G,  es 
D(g)x  E F. 

Toda  representación  deja  invariantes  a los  dos  subespacios  impropios,  F = E 
y F = {0}. 

Una  representación  D{G ) se  dice  redimible  si  deja  invariante  a algún  subes- 
pacio propio  de  E.  En  caso  contrario,  D(G)  se  dice  irreducible. 

De  esa  definición  resulta  que  la  representación  D(G ) es  reducible  si  es  posible 
elegir  una  base  en  el  espacio  de  la  representación  E de  manera  tal  que  las  matrices 
de  la  representación  presenten  una  estructura  en  bloques  de  la  forma 


D(g) 


Om(g)  B(g)  \ 
O DW(g)  ) ’ 


VjeG, 


(3.2.1) 


donde  (O  es  una  matriz  nula  y)  los  conjuntos  de  matrices  {Dt'l,2\g) , Vg  E G} 
constituyen  representaciones  matriciales  de  G de  dimensión  menor  que  dimE.  En 
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efecto, 

D{gi)D(g2)  = 


( DW(9l)DW(g2)  DW(gi)B(g2)  + B(gi)DW(g2) 
V O DW(9l)DW(g2) 


(3.2.2) 


D(gi  • g2) 


D{1)(gi  -g2)  B(gi-g2) 
O D{2\g!-g2) 


Una  representación  reducible  se  dice  completamente  reducible  si  todo  subes- 
pacio invariante  de  D(G ) tiene  por  complemento  ortogonal  en  E a otro  subespacio 
invariante. 

En  este  caso,  las  matrices  de  la  representación  pueden  ser  llevadas  a la  forma 


D(g) 


DW(g)  O \ 

O DW(g)  ) ’ 


VgeG. 


(3.2.3) 


Más  generalmente,  una  representación  completamente  reducible  puede  ser  lleva- 
da a la  forma  diagonal  en  bloques 


D(g)  = 

Dm(g) 

O 

o 

DW(g) 

O .. 

o .. 

. o 

. o 

o > 

o 

, VgeG, 

(3.2.4) 

l ° 

O 

o .. 

. o 

D^(g)  ) 

donde  los  conjuntos  de  matrices  {D^(g) , g E G},  para  a = 1,2,...,/?,  son  repre- 
sentaciones irreducibles  de  G. 

En  ese  sentido,  se  puede  decir  que  la  representación  completamente  reducible 
D(G ) es  la  suma  directa  de  representaciones  irreducibles 


p 

D{G)  = 0£>(Q)(G).  (3.2.5) 

a=l 

Si  entre  las  representaciones  irreducibles  que  aparecen  en  el  miembro  de  la  de- 
recha de  (3.2.5)  las  hay  equivalentes  entre  sí  en  número  a1;  a2, . . . , aa,  entonces  una 
transformación  de  similitud  (un  cambio  apropiado  de  la  base  de  E)  hace  que  apa- 
rezcan en  el  miembro  de  la  derecha  de  (3.2.4)  aa  bloques  idénticos,  con  a = 1, . . . , a. 
En  esas  condiciones,  podemos  escribir 

G 

L»(G)  = ®aQL»(“)(G),  (3.2.6) 

Q=1 


donde  los  aa  son  enteros  positivos. 
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Ejemplo  3.1.  El  grupo  de  rotaciones  en  el  plano,  SO{2)  tiene  la  siguiente  re- 
presentación fiel 


D(p) 


( eos  i p — sin  tp  0 
sin  <p  eos  ip  0 

\ 0 0 1 


ip  E [0,2tt). 


(3.2.7) 


Evidentemente,  esa  representación  es  completamente  reducible. 

En  un  espacio  complejo,  resulta  inmediato  mostrar  que  todas  esa  matrices  pueden 
ser  simultáneamente  llevadas  a la  forma  diagonal 


D'(<p)  = AD{<p)A~l  = diag  (e^,  e"*7,  l)  (3.2.8) 


mediante  una  matriz  A que  no  depende  de  p.  En  consecuencia,  D puede  expresar- 
se como  suma  directa  de  tres  representaciones  (irreducibles)  unidimensionales  no 
equivalentes.  


Lema  3.1.  Sean  D{G ) y D'(G ) dos  representaciones  irreducibles  no  equivalentes 
del  grupo  G,  definidas  sobre  los  espacios  de  representación  E y E'  respectivamente. 
Entonces,  un  operador  A : E'  — > E que  satisface 

D(g)A  = AD'(g),  WgeG , (3.2.9) 

es  necesariamente  el  operador  nulo,  A — O. 

Primero  señalemos  que  el  rango  de  A,  F = Rank(A)  C E,  es  un  subespacio 
invariante  frente  a la  acción  de  la  representación  D{G).  En  efecto,  Vi  E F existe  un 
x'  E E'  tal  que  x — Ax' , de  modo  que 

D(g)x  = D(g)Ax' = AD'(g)x' e F,  V^eG,  (3.2.10) 

dado  que  D'(g)  x'  E E'. 

Y como,  por  hipótesis,  D{G ) es  irreducible,  F es  un  subespacio  impropio  de  E. 
En  particular,  siF  = {0}=>j4  = O. 

Supongamos  entonces  que  F = E,  y llamemos  F'  al  núcleo  de  A,  F'  = Ker(A)  C 
E'. 

Para  todo  vector  x'  E F'  y V g E G tenemos 

AD'(g)x'  = D(g)Ax'  = 0 =>  D'(g)x'  E F' , (3.2.11) 

lo  que  implica  que  F'  es  un  subespacio  invariante  frente  a la  acción  de  D'(G).  Y 
como,  por  hipótesis,  D'(G ) es  irreducible,  entonces  F'  es  un  subespacio  impropio  de 
E;.  En  particular,  si  F'  = E'  =>  A = O. 
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Supongamos  entonces  que  F'  = {0'}.  En  esas  condiciones,  tenemos  que  Rank(A)  = 
E y Ker(A)  = {0'},  es  decir,  A es  una  aplicación  biunívoca  que,  en  consecuencia, 
tiene  inversa.  Pero  en  ese  caso  podemos  escribir  que 

D(g)  = AD'(g)A~1,  VgeG,  (3.2.12) 

en  contradicción  con  la  hipótesis  de  que  D(G ) y D'(G ) son  representaciones  no 
equivalentes  de  G. 

Por  lo  tanto,  como  A no  puede  ser  invertible,  debe  ser  A = O.  □ 

Lema  3.2.  Supongamos  ahora  que  D(G ) sea  una  representación  matricial  irre- 
ducible del  grupo  G,  definida  sobre  el  espacio  de  representación  E de  dimensión  n, 
y supongamos  que  el  operador  (matriz  denxnJA:E— >E  satisface 

D(g)A  = AD(g) , VgeG.  (3.2.13) 

En  esas  condiciones,  si  A ^ O , entonces  A es  un  múltiplo  de  la  matriz  identidad, 
A = Xln. 

Sea  F = Rank(A).  De  igual  modo  que  en  el  Lema  anterior,  F es  un  subespacio 
invariante  frente  a la  acción  de  D(G).  Como  esa  representación  es  irreducible,  F es 
un  subespacio  impropio  de  E.  En  particular,  si  F = {0}  =>  A = O. 

Supongamos  entonces  que  F = E,  y sea  F'  = Ker(A).  F'  es  también  un  subes- 
pacio invariante  frente  a D(G ) y,  por  lo  tanto,  también  impropio.  En  particular,  si 
F'  = E =>  A = O. 

Por  lo  tanto,  A O requiere  que  Rank(A)  = E y Ker(A)  = {0},  es  decir,  que 
A sea  invertible. 

Ahora  bien,  consideremos  el  polinomio  característico  de  la  matriz  A,  P( A)  = 
det(A  — A ln),  polinomio  de  grado  dimE  > 1.  Sea  Ao  uno  de  sus  ceros,  y definamos 
una  nueva  matriz  A'  = A — \a\n.  Resulta  inmediato  mostrar  que 

D(g)A'  = A'D(g) , VgeG,  (3.2.14) 

lo  que  implica  que,  o bien  A'  es  invertible,  o A!  = O. 

Pero  como,  por  construcción,  A'  no  es  una  matriz  regular,  entonces  necesaria- 
mente A'  = O A = A0  1„.  □ 

Los  resultados  establecidos  en  los  Lemas  3.1  y 3.2  constituyen  lo  que  se  conoce 
como  Lema  de  Schur  (1905).  Una  consecuencia  inmediata  es  el  siguiente  corolario. 

Corolario  3.0.1.  Las  representaciones  irreducibles  de  un  grupo  Abeliano  son 
todas  unidimensionales. 
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En  efecto,  si  G es  Abeliano  tenemos  que 

D(g)D(g')  = D(g')D(g) , Vg,g'eG.  (3.2.15) 

Entonces,  D(g)  = X(g)  ldimE?  Vg  E G.  Y si  la  representación  es  irreducible,  dimE  = 

1.  □ 

3.3.  Representaciones  unitarias 

Una  representación  lineal  D(G ) se  dice  unitaria  si  las  matrices  de  la  represen- 
tación son  unitarias, 

0(9)'  = D(g)~l  = D(g~l) . V,eG.  (3.3.1) 


Teorema  3.1.  Toda  representación  matricial  de  un  grupo  de  orden  finito  es 
equivalente  a una  representación  unitaria. 


Sea  G un  grupo  de  orden  finito,  fiG  = n,  y sea  D(G)  una  representación  matricial 
de  G de  dimensión  r.  Las  matrices  de  la  representación  son  operadores  que  actúan 
sobre  elementos  del  espacio  E = Cr,  que  es  un  espacio  euclídeo  respecto  del  producto 
escalar  usual  de  r-úplas  complejas, 


t V\  ^ 


Los  vectores 


ei  = 


x]y  = 

( xi  ■ 

..  X 

0 : • 

x,y  e 

w 

( l\ 

(0\ 

/°\ 

0 

> e2  = 

1 

, . . . , er  = 

0 

V°  ) 

U ) 

U/ 

(3.3.2) 


(3.3.3) 


forman  una  base  ortonormal  del  espacio  E ((e*.,  e¡)  = S^i),  de  modo  que  todo  vector 
x E Cr  puede  escribirse  como  x = Xk  e/t,  con  Xk  = (efe,  x). 

Con  esos  mismos  elementos  podemos  construir  un  segundo  espacio  euclídeo,  E', 
introduciendo  como  producto  escalar  la  forma  hermítica 


y]  ■=  ^ ‘ (3.3.4) 

geG 


En  efecto,  resulta  inmediato  mostrar  que  con  esa  definición  se  satisfacen  todos  los 
axiomas  del  producto  escalar  (hacerlo  como  ejercicio!). 

El  espacio  E'  puede  ser  generado  por  r vectores,  e'j , . . . , e'r  E Cr,  ortonormales 
en  el  sentido  de  que  satisfacen  (4ie/}  = ¿kl- 
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Sea  A la  matriz  regular  que  tiene  por  columnas  a las  r-úplas  (linealmente  inde- 
pendientes) e'k, 

A :=  (eí,e',...,4)  . (3.3.5) 

Entonces  A ek  = ek,  de  manera  que  Ax  = xk  Aek  = xk  e'k. 

En  esas  condiciones, 

{A x,Ay}  = x*k  {Aek,Aei}yt  = x*k  Ski  yt  = (x,  y)  , V x,  y € Cr  . (3.3.6) 

Definamos  ahora  una  representación  equivalente  D'(G ) cuyas  matrices  se  obten- 
gan de  las  de  D(g ) por  la  transformación  de  similitud 

D\g):=A-lD(g)A , WgeG.  (3.3.7) 

Estas  matrices  son  unitarias.  En  efecto,  Vr,  y E Cr  tenemos 

x<  D'(g)W'(g)v=  (D\g)x,D'(g)y)  = 

= (A-1D(g)Ax,A-’D(í)Ay)  = 

= {D(g)Ax,D(g)Ay}  = 

= i E (D(h)D(g)A  x,  D(h)D(g)A  y ) = (3.3.8) 

= sE„eC  (D(h  ■g)Ax,D(h-g)Ay)  = 

= i E g'ec  {DW)Ax,D(g')Ay)  = {Ax,Ay}  = 

= {*,  y)  = ^ ir  y , 

donde  hemos  usado  que  la  multiplicación  a derecha  por  g (fijo)  es  una  aplicación 
biunívoca  de  G en  G. 

Por  lo  tanto 

0'(9)'0'(9)  = lr  =►  D'(g)'  = D'(g)-'  = Vg  e G,  (3.3.9) 

y la  representación  D'{G ) es  unitaria.  □ 

Podremos  generalizar  este  resultado  al  caso  de  grupos  de  orden  infinito  en  la 
medida  en  que  sea  posible  definir  sobre  ellos  un  promedio  similar  al  de  la  ec.  (3.3.4). 
Más  adelante  veremos  que  eso  es  posible  en  el  caso  de  los  grupos  de  Lie  compactos 
(ver  Sección  4.2) 
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Teorema  3.2.  Toda  representación  unitaria  reducible  de  un  grupo  G es  comple- 
tamente reducible. 

Sea  D{G ) una  representación  unitaria  del  grupo  G,  definida  sobre  el  espacio  de 
representación  E.  Sea  F'cEun  subespacio  invariante  frente  a la  acción  del  grupo, 
y llamemos  F"  a su  complemento  ortogonal  en  E. 

Entonces,  V x"  E F"  y Vi'  E F',  y dado  que  D(g)  x'  E F' , V g E G,  tenemos  que 

0 = (*",  D(g)  x')  = (D(g) * x\  x')  = {D{g~l)  x\  x')  , V g~l  E G . (3.3.10) 

Por  lo  tanto, 

D(g)x"  _LF',  Vi"eF"yVigeG,  (3.3.11) 

de  modo  que  el  subespacio  F"  también  es  invariante  frente  a la  acción  de  G.  □ 

Corolario  3.2.1.  Toda  representación  unitaria  reducible  de  un  grupo  G puede 
expresarse  como  suma  directa  de  representaciones  unitarias  irreducibles. 

Esto  simplifica  el  problema  de  hallar  las  representaciones  más  generales  de  un 
grupo  de  orden  finito  (y  también,  como  veremos,  de  los  grupos  de  Lie  compactos, 
que  son  de  orden  infinito),  pues  basta  con  identificar  sus  representaciones  unitarias 
irreducibles  y tomar  sumas  directas  de  éstas  para  construir  un  representante  de  cada 
clase  de  representaciones  equivalentes  del  grupo. 


3.4.  Relaciones  de  ortogonalidad  para  grupos  de  orden  finito 


Consideremos  primero  dos  representaciones  matriciales  irreducibles  no  equiva- 
lentes de  un  grupo  G de  orden  finito  n,  que  llamaremos  D(-a\G)  y D^(G),  de 
dimensión  rQ  y rp  respectivamente. 

Sea  A la  matriz  de  dimensión  ra  x rp  definida  por 


A:=Y,Día)(g)BDts\g-¡), 

geG 

donde  B es  cierta  matriz  de  ra  x rp  que  especificaremos  más  tarde. 
La  matriz  A satisface  la  relación 

D<°>(h)A  = ¿2¡eaDW(h)DW(g)BDW(g-')  = 

= T.,ec  • g)BD^((h  ■ g)~l)DW(h)  = AD^(h) , 


(3.4.1) 


(3.4.2) 


Vh  E G.  Entonces,  por  el  Lema  de  Schur  (ver  Lema  3.1),  resulta  que  A = O, 
cualquiera  que  sea  la  matriz  B. 

La  matriz  B es  un  elemento  de  un  espacio  lineal  de  dimensión  rQxrp , que  puede 
ser  generado  por  la  base  de  matrices  Bu  cuyos  elementos  de  matriz  están  dados  por 


(^fc/)y  Óik  ójl  , 1 5--  ¿J  k Ta  , 


1 < j,  l < rp  . 


(3.4.3) 
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En  esas  condiciones,  vemos  que  las  matrices  de  las  representaciones  consideradas 
satisfacen  las  relaciones  (independientes) 

£D<t“>(9)iJ<fV1)  = 0,  (3.4.4) 

geG 

para  todo  i,  k = 1, . . . , ra  y para  todo  j,  l = 1, . . . , rp. 

Consideremos  ahora  el  caso  en  que  D^\G)  = D(a\G).  Por  el  Teorema  de  Schur 
(ver  Lema  3.2),  A debe  ser  proporcional  a la  matriz  identidad,  A ~ lrQ,  cualquiera 
que  sea  B. 

Entonces,  si  para  B = B m es  A = A£¿  lrQ,  con  1 < k,  l < ra,  tenemos  que 

£ OS’faJO?  V)  = AS  Sv  . (3.4.5) 

geG 


Para  determinar  los  valores  de  las  constantes  A£¿  podemos  tomar  j = i en  la 
anterior  igualdad,  y sumar  sobre  i = 1 , ,ra,  para  obtener 

£ (Df”Hg-')D^(g)),k  = £á,t  = nS¡k  = Agr*  = (3.4.6) 

sea  ,ea  r“ 

Por  lo  tanto, 

£ DS’MDgV1)  = f slk  Si}  . (3.4.7) 

'a 


Podemos  escribir  de  manera  condensada  las  ecuaciones  (3.4.4)  y (3.4.7)  como 
£ D^MDÍjV1)  = -feM”9  ■ (3.4.8) 

geG  Tq 

Si  las  representaciones  consideradas  son  unitarias  tenemos  que 


£>í?’  (<Tl)  = D^’(g) 


m, 


(3.4.9) 


de  manera  que  (3.4.8)  se  reduce  a las  relaciones  de  ortogonalidad 

YsD'S'(s)Df(g)  = (3.4.10) 

geG 

Estas  relaciones  tienen  la  siguiente  interpretación:  si  definimos  vectores  de  n 
componentes  identificadas  por  los  elementos  del  grupo,  a razón  de  un  vector  por 
cada  elemento  de  matriz  de  cada  representación  de  un  conjunto  de  representaciones 
unitarias  irreducibles  no  equivalentes, 


oír1  o?.)  \ 
o.í’ta) 


<E  C", 


o£>(9„)  y 


(3.4.11) 
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entonces  esos  vectores  son  no  nulos  y ortogonales  entre  sí  (en  el  sentido  del  producto 
escalar  usual  en  el  espacio  euclídeo  de  las  n-úplas  complejas), 

4fd(^)=-SijSlkSaP.  (3.4.12) 

ra 

Como  esos  vectores  son  linealmente  independientes,  su  número,  a,  no  supera  la 
dimensión  de  ese  espacio.  En  consecuencia,  sólo  es  posible  seleccionar  un  número 
finito  de  representaciones  unitarias  irreducibles  no  equivalentes  entre  sí  y sus  dimen- 
siones deben  satisfacer  que 

a 

J>Q2<n  = #G.  (3.4.13) 

a=l 

Esto  demuestra  el  siguiente  teorema. 


Teorema  3.3.  El  número  de  clases  de  equivalencia  de  representaciones  irre- 
ducibles de  un  grupo  de  orden  finito  es  finito,  y la  suma  de  los  cuadrados  de  sus 
dimensiones  no  supera  al  orden  del  grupo1. 


También  podemos  obtener  un  conjunto  de  condiciones  sobre  los  caracteres  en  las 
distintas  clases  de  equivalencia  de  representaciones  irreducibles  tomando  las  trazas 
de  las  matrices  en  la  ec.  (3.4.10), 

E ÚS(s)DP(s)’  = E X(“’(9)  XOT(s)’  = - r»  ■ (3.4.14) 

geG  geG 

Teniendo  en  cuenta  que  los  elementos  de  G pueden  ser  organizados  en  clases  de 
elementos  conjugados,  Ki  C G,  con  i = 1,2, ...  ,s,  de  modo  que  G = U|=1/ú¿  con 
KiílKj  = 0 para  i j,  y que  los  caracteres  en  una  representación  son  una  propiedad 
de  cada  clase,  podemos  escribir  (3.4.14)  como 

5Z  X(a)(2)  X{^{9)*  = =nóaí) , (3.4.15) 

i=  1 geKt  i=l 


donde  ni  es  el  orden  de  la  í-ésima  clase,  ni  = y es  c'l  carácter  común  a 

todos  los  elementos  de  la  clase  Ki  en  la  representación  D^a\G),  = x^id)  = 

(g)}  con  g 6 Ki. 

En  consecuencia,  podemos  definir  los  vectores  de  caracteres  de  cada  clase  de 
representaciones  irreducibles, 


c 


(a) 


a , 


(3.4.16) 


1 Más  adelante  mostraremos  que  estos  dos  números  son  iguales. 
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los  que,  de  acuerdo  con  (3.4.15),  son  ortonormales2, 

c(a)fc(0)  = ¿a/3  (3.4.17) 

Como  esos  vectores  son  linealmente  independientes,  este  resultado  prueba  el  si- 
guiente teorema. 

Teorema  3.4.  El  número  de  clases  de  equivalencia  de  representaciones  irredu- 
cibles de  un  grupo  de  orden  finito  G no  supera  al  número  de  clases  de  elementos 
conjugados  en  en  el  grupo3. 


3.5.  Caracteres  simples  - Teorema  de  Burnside 

Los  vectores  de  caracteres  de  las  clases  de  representaciones  irreducibles  se  di- 
cen simples.  Los  vectores  de  caracteres  de  representaciones  reducibles,  llamados 
caracteres  compuestos,  pueden  expresarse  en  términos  de  los  caracteres  simples. 
En  efecto,  si 

O 

D(G ) = 0 aQ  D(a\G) , aaez+,  (3.5.1) 

Q=1 

donde  a es  el  número  de  clases  de  equivalencia  de  representaciones  irreducibles  del 
grupo  G y los  coeficientes  aa  son  enteros  no  negativos,  entonces 

a 

xia)  =ti{D{g)}  = a<*x(a){9),  VgeG.  (3.5.2) 

a=l 

En  consecuencia, 

cr 

Xi  = Y.  aa  XÍQ) , i = 1,  • • • , s , con  aaeZ+,  (3.5.3) 

Ot=  1 

de  modo  que  los  caracteres  compuestos  pueden  expresarse  como  combinaciones  li- 
neales de  los  caracteres  simples  con  coeficientes  enteros  no  negativos. 


Dado  un  vector  de  caracteres  compuesto  xt,  es  posible  determinar  los  coeficientes 
aa  de  la  combinación  lineal  en  (3.5.3)  empleando  las  relaciones  de  ortogonalidad  de 
la  ecs.  (3.4.15).  En  efecto, 


E 

1=1 


n-i  la)* 

— XíXí  ~ 
n 


3=1 


i=  1 


Yw  Y(“>*  - 

Ai  Ai 


= ^ ap  5a<i  = ac 
p=i 


(3.5.4) 


2En  los  grupos  de  Lie  compactos  (grupos  continuos  de  orden  infinito)  es  posible  establecer 
condiciones  de  ortogonalidad  para  los  caracteres  similares  a (3.4.15)  a partir  de  la  introducción  de 
cierta  medida  de  integración  sobre  el  grupo. 

3Más  adelante  mostraremos  que  estos  dos  números  son  iguales. 
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El  cuadrado  de  la  norma  de  un  vector  de  caracteres  compuesto  como  en  (3.5.3) 
resulta  ser  la  suma  de  los  cuadrados  de  los  coeficientes  aa: 

¿^XíXí*  = ¿ac¿^Xi  xía)*  = ¿aQ2.  (3.5.5) 

i=l  a=l  ¿=1  a=l 

Esto  permite  establecer  un  criterio  de  reducibilidad  de  representaciones  basado 
en  sus  caracteres. 

En  efecto,  si  la  representación  es  irreducible,  entonces  la  suma  en  el  miembro  de 
la  derecha  de  (3.5.3)  tiene  un  único  término  con  coeficiente  aa  = 1,  de  modo  que 

¿—  XíXí*  = 1-  (3-5.6) 

— 4 n 

¿=i 

En  general, 

¿ — XiXt*=peN.  (3.5.7) 

i=  i 

Si  p = 2 (ó  3),  entonces  la  representación  considerada  es  suma  directa  de  dos 
(resp.  tres)  representaciones  irreducibles  no  equivalentes  entre  sí. 

Si  p = 4 existen  dos  posibilidades:  la  representación  es  suma  directa  de  cuatro 
representaciones  irreducibles  no  equivalentes  entre  sí,  p = 1 + 1 + 1-fl,  o bien  es 
suma  directa  de  dos  representaciones  irreducibles  equivalentes,  p = 22. 

Mostraremos  en  lo  que  sigue  que  el  número  de  clases  de  representaciones  irredu- 
cibles de  mi  grupo  G de  orden  n es  igual  al  número  de  clases  de  elementos  conjugados 
en  G,  a = s , y que  la  suma  de  los  cuadrados  de  sus  dimensiones  es  igual  al  orden 
del  grupo,  £a=i  rQ2  = n. 

Para  ello  recurriremos  al  Teorema  de  Cayley,  que  establece  que  todo  grupo  de 
orden  n es  isomorfo  a un  subgrupo  regular  del  grupo  de  permutaciones  Sn.  En 
particular,  las  matrices  correspondientes  a ese  subgrupo  en  la  representación  de 
definición  de  S„  (que  es  fiel  - ver  Sección  1.2)  ofrece  una  representación  matricial 
fiel  de  dimensión  n para  G,  DTeg(G),  que  llamaremos  representación  regular  de 
G. 

Por  tratarse  de  permutaciones  regulares  (que,  salvo  la  identidad,  no  dejan  ele- 
mentos invariantes),  estas  matrices  tienen  ceros  en  la  diagonal  principal,  con  la  sola 
excepción  de  la  matriz  identidad.  Por  lo  tanto,  los  caracteres  en  la  representación 
regular  de  G son 


Xreg(e)  = n 


x^(g)=0y9¿e. 


(3.5.8) 
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La  representación  regular  de  G es  reducible  (si  el  grupo  es  no  trivial),  dado  que 
la  norma  de  su  vector  de  caracteres  es 

¿-xríxre'  = -«2=«>i.  (3.5.9) 

z — n n 

¿=i 

En  consecuencia,  ella  podrá  descomponerse  como  una  suma  directa  de  representa- 
ciones irreducibles, 

O 

Dieg(G)  = ©*.  D{a\G).  (3.5.10) 

a=l 

Aplicado  la  ec.  (3.5.4)  obtenemos  los  coeficientes  de  esa  desarrollo, 

= ¿ ~ xSQ)*  = - Xreg(e)  X(Q)(e)*  = - nra  = ra  , (3.5.11) 

L ' n n n 

i= 1 

donde  ra  es  la  dimensión  de  las  representaciones  en  la  a-ésima  clase  de  representa- 
ciones irreducibles. 

De  ese  modo,  la  representación  regular  de  G contiene  (en  su  descomposición  como 
suma  directa)  un  número  de  representantes  de  la  a-ésima  clase  de  equivalencia  de 
representaciones  irreducibles  igual  a la  dimensión  de  sus  espacios  de  representación, 
ra. 

Finalmente,  teniendo  en  cuenta  que 

a o o 

n = %reg(e)  =^2aQ  X{a\e)  = ^ aQ  rQ  = ^ r<*2  , (3.5.12) 

Q = 1 Q = 1 0=1 

probamos  el  siguiente  teorema: 

Teorema  3.5.  (de  Burnside)4  La  suma  de  los  cuadrados  de  las  dimensiones 
(del  espacio  de  representación  de  un  elemento)  de  cada  clase  de  equivalencia  de 
representaciones  irreducibles  es  igual  al  orden  del  grupo, 

O 

^rQ2  = n = #G.  (3.5.13) 

Q=1 


En  efecto,  la  cota  establecida  en  la  ec.  (3.4.13)  implica  que  no  existen  otras  re- 
presentaciones irreducibles  que  las  contenidas  en  la  representación  regular  del  grupo. 


4William  Burnside  (1852  - 1927). 
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Esto  implica,  en  particular,  que  los  vectores  d\k 
forman  una  base  ortogonal  de  Cn.  Entonces,  cualquier 


definidos  en  la  ec.  (3.4.11) 
función  definida  sobre  G , 


/ /(<7i) 

/Ofe) 


\ 


e Cn 


\ fÍ9n) 


puede  ser  desarrollada  en  esa  base,  de  modo  que 


(3.5.14) 


m = E E ¿X  Aí’(s) . Va  € G , (3.5.15) 

a=l  i,k=  1 


para  ciertas  constantes  Cfk  . 

Consideremos  ahora  una  función  de  clase,  es  decir,  una  función  definida  so- 
bre G que  toma  el  mismo  valor  sobre  todos  los  elementos  de  una  misma  clase  de 
elementos  conjugados, 


/(y)  = fi,  ^9  e Kt,  con  i = 1,2,..., s.  (3.5.16) 


Por  similitud  con  la  definición  de  los  vectores  de  caracteres  (ver  ec.  (3.4.16)),  esta 
función  define  un  vector  de  Cs, 


V y/ffs 


(3.5.17) 


Una  función  con  esas  propiedades  satisface 


m = ñh-a-hr')  = lT'fih-g-h-1), 

71  heG 


(3.5.18) 
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y como  f(g)  también  puede  ser  desarrollada  como  en  (3.5.15)  podemos  escribir 

"/(»)  = E É E C&  D^(h  ■ g ■ h~')  = 

hEG  a=l  i.k=l 


= EE  E CfkD\f(h)Dl“\g)D^(h-1)  = 

heG  Q=1  i,kj,l= 1 

=¿  ¿ csn'r)(9)E£’f)(',)£,í‘“)(',"1)=  p-5-19) 

a=l  i,k,j,l= 1 ZieG 

= ¿ E csDí)(»)fí<*íJ>  = 

a=l  ¿,fcj,/= 1 Q 

= "¿Í-EC’«U(°)(»>'  V»6G- 

a=l  fc=l  J 

donde  hemos  usado  las  relaciones  de  ortogonalidad  de  la  ec.  (3.4.8). 

Por  lo  tanto,  toda  función  de  clase  (en  la  forma  dada  en  (3.5.17))  puede  ser 
desarrollada  como  una  combinación  lineal  de  los  a vectores  de  caracteres  simples 
c (dados  en  la  ec.  (3.4.16)),  que  son  ortonormales  (ver  ec.  (3.4.17)). 

Pero  esto  requiere  que  los  caracteres  simples  generen  todo  el  espacio  Cs,  lo  que 
implica  que  su  número  (uno  por  cada  clase  de  equivalencia  de  representaciones 
irreducibles)  debe  coincidir  con  el  número  de  clases  de  elementos  conjugados  en  G. 
Es  decir,  a — s. 

Esto  prueba  el  siguiente  teorema: 

Teorema  3.6.  El  número  de  clases  de  equivalencia  de  representaciones  irredu- 
cibles de  un  grupo  de  orden  finito  G coincide  con  el  número  de  clases  de  elementos 
conjugados  en  G. 

Como  consecuencia  de  los  Teoremas  3.5  y 3.6,  podemos  construir  una  tabla  de 
caracteres  para  un  grupo  G de  orden  n con  s clases  de  elementos  conjugados, 


G 

K 1 

k2 

...  Ks 

£)(!) 

xiX) 

~TJTT 

A2 

• • • xi1} 

£)(2) 

xí2) 

(2) 

X2 

• • • xi2) 

xí” 

(*) 

X2 

xí*1 

(3.5.20) 
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donde  las  entradas  de  la  tabla  son  las  (clases  de  equivalencia  de)  representaciones 
irreducibles  no  equivalentes  entre  sí,  y las  clases  de  elementos  conjugados  respecti- 
vamente. Además,  las  dimensiones  de  las  representaciones  irreducibles  satisfacen 


I>2=£(*í 


Q= 1 


Q=1 


(«)\2  = 


= n . 


(3.5.21) 


La  a-esima  fila  de  la  tabla  corresponde  al  vector  de  caracteres  definido  en 
(3.4.16),  a menos  de  un  factor  y/^  en  la  i-esima  componente,  para  i = 1, . . . , s. 
Como  los  vectores  son  ortonormales,  con  ellos  puede  construirse  una  matriz 
unitaria, 

U :=  ( CW  . . . c W ) , con  WU  = ls . (3.5.22) 

Pero  entonces  también  es  UW  = ls,  lo  que  implica  que  los  vectores 


bf.-- 


xí1»  \ 

- .(2) 


\ Xis)  ) 


, 1 = 1, 


(3.5.23) 


también  son  ortonormales. 

Esto  significa  que  las  columnas  de  la  tabla  de  caracteres  son  ortogonales  entre 
sí  y de  norma  — , 

¿ XiQ)  = — ¿¿fc  , 1 < i,  k < s . (3.5.24) 

a=l 

Estas  igualdades  constituyen  un  conjunto  de  ^±1)  condiciones  sobre  los  caracteres, 
equivalentes  a las  condiciones  de  ortogonalidad  de  la  ec.  (3.4.15). 


Ejemplo  3.2.  En  un  grupo  abeliano  G de  orden  n,  cada  elemento  forma  una 
clase  por  sí  mismo.  Entonces,  s = n,  y tenemos  que 

n 

^^rQ2  = n,  (3.5.25) 

Q=1 

donde  ra  > 1.  Por  lo  tanto,  ra  = 1,  para  todo  a = 1,  ...,n,  y el  grupo  tiene  n 
representaciones  irreducibles  no  equivalentes  unidimensionales. 

Por  otra  parte,  como  n < oo,  todo  elemento  a E G es  de  orden  finito,  es  decir, 
ak  = e,  para  algún  k E N.  Entonces,  la  matriz  correspondiente  en  la  a-ésima 
representación  irreducible,  D^(a)  = X^(u),  es  tal  que  X^(u)fc  = 1 =>  D^a\a)  = 
X(Q)(a)  = \/T,  y los  caracteres  son  todos  raíces  de  la  unidad. 

Para  el  grupo  cíclico  de  orden  n generado  por  a,  isomorfo  a Z„,  las  representa- 
ciones irreducibles  no  equivalentes  están  caracterizadas  por 

X(Q)(a)  = D(a)(a)  = e’^Q,  a = l,...,n. 


(3.5.26) 
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En  particular,  a = n corresponde  a la  representación  trivial. 


Ejemplo  3.3.  Ya  hemos  visto  que  el  grupo  S3  (de  orden  = 3!  = 6)  contiene 
tres  clases  de  elementos  conjugados, 


Kr=  = 


K, 


OH 


K» 


EP 


(3.5.27) 


con  ftK i = 1 , fiK2  = 2 , = 3 . Entonces,  S3  tiene  tres  representaciones  irredu- 

cibles no  equivalentes,  cuyas  dimensiones  satisfacen 

r\2  + r2  + r32  = 6 , (3.5.28) 


ecuación  que  tiene  por  única  solución  (con  1 < rq  < r2  < r3)  a rq  = r2  = 1, 
r3  = 2.  Es  decir,  este  grupo  tiene  dos  representaciones  unidimensionales  (la  trivial 
y la  alternada)  y una  representación  bidimensional  irreducibles  y no  equivalentes 
entre  sí. 

Esa  información  es  suficiente  para  conocer  los  elementos  de  la  tabla  de  caracteres 
correspondientes  a las  dos  primeras  filas  y a la  primera  columna.  Los  dos  elementos 
restantes  pueden  ser  calculados  fácilmente  haciendo  uso  de  la  ortogonalidad  de  las 
columnas,  para  obtener  finalmente5 


S3 

Kx 

k2 

k3 

£)(!) 

1 

1 

1 

D<2) 

1 

1 

-1 

£)(3) 

2 

-1 

0 

(3.5.31) 


Ejemplo  3.4.  Consideremos  la  representación  de  definición  del  grupo  de  per- 
mutaciones S3: 


(l  0 o\ 

(0  1 o\ 

(l  0 0\ 

M{e)  = 

0 10,  M(a)  = 

0 0 1 

, M(q)  = 

0 0 1 

lo  o l) 

V 0 o) 

^0  1 0/ 

(3.5.32) 


5Dado  que  las  representaciones  irreducibles  de  un  grupo  de  orden  finito  están  contenidas  en 
su  representación  regular  un  número  de  veces  igual  a su  dimensión,  estudiando  los  subespacios 
invariantes  de  esta  representación  puede  determinarse  un  conjunto  representativo  de  esas  clases  de 
equivalencia. 

Por  esa  vía  se  encuentra,  por  ejemplo,  que 

c<3,<e)  = ( l í ) ■ D<3l(o)  = ( _°,  _°,  ) ■ P-5-29» 

cuyas  trazas  son 

Xj3)  = 2 , x<3)  = -l,  x£3)=0,  (3.5.30) 

en  coincidencia  con  la  tabla  en  (3.5.31). 
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etc.  Los  correspondientes  caracteres  son 


X(e)  = Xi  = 3 , x(a)  = X2  = 0 , x(«)  = X3  = 1 • (3.5.33) 

En  consecuencia,  teniendo  en  cuenta  que  la  7-ésima  representación  irreducible  de  S3 
está  contenida  en  esta  representación  mi  número  de  veces  a 7 dado  por 

6 a7  = 1 xi  xi7)  + 2 X2  X27)  + 3 Xa  Xs7)  > (3.5.34) 

de  la  tabla  (3.5.31)  obtenemos  de  inmediato  que 


a 1 


1 , a2  = 0 , a3  = 1 . 


(3.5.35) 


Por  ejemplo,  podemos  diagonalizar  la  matriz  M(a ) según  A 1M(a)A,  donde  A 
es  la  matriz  formada  por  los  autovectores  de  la  primera, 


/ l-iV5  _l±í_v/3  1 

2 2 1 


1+»  Vz 


V 1 


l-is/3  1 
2 1 

1 1 


(3.5.36) 


Esa  transformación  de  similitud  pone  en  evidencia  ambos  subespacios  invariantes, 
identificándose  fácilmente  la  representación  trivial  y la  representación  bidimensional 
D(3)  cuyas  matrices  resultan 

D^{a)  = 


D^(e)  = 


1 0 


0 1 


0 


0 

l+ty/3 


D^(b)  = 


l+¿ 


n 1— i y/3 

2 

l+iV3 


0 


(3.5.37) 


DW{/3)  = 


0 

1— iv/3 


l+¿^3 


= 


0 1 
1 0 


El  caso  del  grupo  S3  es  particularmente  simple,  porque  las  condiciones  que  hemos 

deducido,  junto  con  alguna  información  adicional  que  tenemos  acerca  del  grupo,  nos 

permite  determinar  completamente  su  tabla  de  caracteres. 

Pero  en  el  caso  de  grupos  de  mayor  orden  eso  no  será  posible  en  general,  porque 

mientras  que  el  número  de  los  elementos  de  la  tabla  de  caracteres  crece  como  s2,  el 

2 

número  de  condiciones  de  ortogonalidad  crece  sólo  como  y. 

No  obstante,  en  la  próxima  sección  veremos  que  existen  condiciones  adicionales 
sobre  los  caracteres  simples  que  son  suficientes  para  determinar  completamente  su 
tabla  de  caracteres. 
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3.6.  Álgebra  asociada  a un  grupo  de  orden  finito 


El  álgebra  asociada  a un  grupo  G de  orden  finito  n es  un  espacio  vectorial  com- 
plejo de  dimensión  n,  cuyos  vectores  pueden  ser  representados  como  sumas  formales 


5 Za9  9 > con  ag  E C, 

geG 

que  está  estructurado  con  las  operaciones  de  suma 

^2agg  + ^2bgg  :=  ^2  (dg  + bg)  g 
geG  geG  geG 

y producto  (bilineal,  asociativo  y,  en  general,  no  conmutativo6 *) 


(3.6.1) 


(3.6.2) 


(3.6.4) 


Consideremos  en  el  álgebra  de  G los  elementos  de  la  forma 

m:=^g,  i = 1,2,. ..,s.  (3.6.5) 

geKt 

Esto  es,  los  vectores  con  componentes  ag  = 1 para  g E Ki  y ag  = 0 en  todo  otro 
caso.  En  particular,  «4  = e. 

Estos  vectores  son  invariantes  por  conjugación, 

h ■ Ki  ■ h~l  = ^ h ■ g ■ h~l  = ^ g'  = , (3.6.6) 

geKi  g'eKi 

dado  que  la  conjugación  por  un  elemento  fijo  h E G es  un  aplicación  biunívoca  de  Kt 
en  esa  misma  clase.  Esta  propiedad  hace  que  dichos  elementos  del  álgebra  conmuten 
entre  sí, 

«»•  Kj  = XI  Ki'  g = 5Z  9 ' gl  ' Ki'  9 = ' Ki'  Vz,j  = l,...,s.  (3.6.7) 

9^-Kj  geKj 

Por  su  parte,  el  producto  de  dos  de  tales  elementos, 

«i  «j  = XI  5Z  9 ' h ’ (3.6.8) 

gEKi  hEKj 

es  también  invariante  por  conjugación, 

h ■ Ki  ■ Kj  ■ hTl  = h ■ k,í  ■ h _1  • h • Kj  • h~  = • Kj  . (3.6.9) 

6En  efecto,  llamando  / = g-  /i-1,  el  coeficiente  en  la  suma  del  miembro  de  la  derecha  de  (3.6.4) 
se  escribe  como 

Ug-h-1  t>h  = o-f  bf-i-g  ^ y ^ bg  f-1  af  (3.6.3) 

heG  feG  feG 


si  el  grupo  es  no  Abeliano. 
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En  consecuencia,  los  elementos  de  G en  el  producto  zt¿  • Kj  deben  aparecer  sumados 
sobre  clases  conjugadas  completas,  todos  ellos  en  una  dada  clase  asociados  a un 
mismo  coeficiente: 

S 

«¿  • Kj  = Cijk  Kk  , (3.6.10) 

fc=i 

donde  los  coeficientes  cy*.  están  determinados  por  la  ley  de  composición  en  G,  son 
simétricos  en  el  primer  par  de  índices,  Cjn-  = , y toman  valores  enteros  no  nega- 

tivos. 


Consideremos  ahora  una  representación  irreducible  del  grupo  G.  D(G).  Ella  nos 
provee  de  una  representación  matricial  para  el  álgebra  de  G, 


^2  “g  9 — > ^2  a°  D (ti  ’ 

geG  geG 


(3.6.11) 


donde  la  suma  y el  producto  por  números  son  las  operaciones  usuales  sobre  matrices. 
En  efecto,  para  el  producto  de  dos  vectores  tenemos 


Egec  ag  D(9)  Ez.ec  bh  D{h)  = £ geG  E/,eG  ag  bh  D(g  ■ h) 

= EffeG  (EzieG  agh~ 1 bh}  D(g)  , 

en  coincidencia  con  (3.6.4). 

En  particular,  si 

zc¿  — > Di  = ^2  D(g) » 


(3.6.12) 


(3.6.13) 


geKt 


entonces  de  (3.6.10)  obtenemos 


Di Dj  — ^ ^ Cijk  Dk  , 

k= 1 

donde  los  coeficientes  Cy*.  no  dependen  de  la  representación. 

Por  otra  parte, 

D(g)DtD(g-')  = Y D(g)D(h)D(g-¡ ) = Y DW  = A, 

heKi  h'eKi 


(3.6.14) 


(3.6.15) 


de  modo  que 

D(g)Di  = DiD(g) , V g € G . (3.6.16) 

Por  lo  tanto,  por  el  Lema  de  Schur,  debe  ser  Di  = A ¿ lr,  si  r es  la  dimensión  de  la 
representación  considerada. 

Para  determinar  la  constante  de  proporcionalidad  tomamos  la  traza 

ni 


tr{A}  = ^ 2 X (0)  = niXi  = rXi  =>  K 

geKi 


Xi 


(3.6.17) 


3.6.  ALGEBRA  ASOCIADA  A UN  GRUPO  DE  ORDEN  FINITO 


69 


Entonces,  de  (3.6.14)  obtenemos 

XiXj  lr  = ^ ^ Cijk  Xk  lr  =*>•  XiXj  = ^ ^ Cijk  Xk  j (3.6.18) 

fe=i  fc=i 

donde  r = Xi  es  la  dimensión  de  la  representación. 

Por  lo  tanto,  los  caracteres  simples  de  un  grupo  de  orden  finito  G con  s clases 
de  elementos  conjugados  satisfacen  las  relaciones 

S 

ntrij  xSa)X$Q)  = XÍQ)  n^xiQ) , para  1 < i < j < s , (3.6.19) 

fe=i 

y para  todas  las  clases  de  equivalencia  de  representaciones  irreducibles  de  G,  a = 

l...,s. 

Estas  igualdades  imponen  sxs^+1)  condiciones  sobre  los  s 2 caracteres  simples.  No 
obstante,  ellas  no  son  incompatibles,  sino  que  son  en  gran  medida  redundantes  (y, 
a su  vez,  compatibles  con  las  condiciones  de  ortogonalidad7),  resultando  suficientes 
para  determinar  completamente  la  tabla  de  caracteres  del  grupo. 

Ejemplo  3.5.  Para  el  grupo  S3  tenemos 

/í!=e,  /í2  = a + í>,  /í3  = a + /3  + 7.  (3.6.22) 


7Para  ver  que  esto  es  así  consideremos  representaciones  unitarias  irreducibles,  para  las  cuales 
= > Y llamemos  K y la  clase  que  contiene  a las  inversas  de  los  elementos  g € Kj. 

Nótese  que  #Ky  = ny  = rij  = #Kj. 

En  esas  condiciones,  la  ec.  (3.6.19)  se  escribe  como 

a.  nf  X,-Q)Xj“)  = CU*  nk  *ÍQ)  ’ (3.6.20) 

fc=i 

Entonces,  intercambiando  j f->  j' , sumando  sobre  las  clases  de  representaciones  irreducibles  y 
empleando  las  relaciones  de  ortogonalidad  en  su  forma  (3.5.24)  obtenemos 

ni  ni  Ea=l  X,-Q)Xj“)  = rit  Tij  ± Sij  = nnt  Stj  = 

= Efc=l  °Í j'k  nk  Ea=l  XÍ)XÍ)  = Efc=l  Qj'k  nk  ^ ófci  = TlCij'i  , (3.6.21) 

C-ij’  1 7T¿  óij  . 

Por  otra  parte,  sabemos  que  el  coeficiente  Cjyi  es  no  nulo  sólo  si  en  la  clase  Ky  aparecen  los 
elementos  inversos  de  los  que  pertenecen  a Ki  (es  decir,  si  j'  = i'  =>  j = i)  y,  en  ese  caso, 
Ciyi  = rii,  en  coincidencia  con  (3.6.21). 
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Tomando  productos  entre  los  vectores  del  álgebra  de  la  forma  /c¿,z  = l,...,s,  obte- 
nemos los  coeficientes  Cy*.  Por  ejemplo, 

/c22  = (a  + b)  • (a  + b)  = a2  + a • b + b • a + b2  = 

= b + e + e + a = 2/Ci  T zc2  ? 


«2  • «3  = («  + b)  ■ {a  + + 7)  = 2k3  = k3  • k2  , 


k32  = (a  + /?  + 7)2  = 3/cj  + 3/í2  , etc. 


Resulta  en  definitiva 


Clll 

c221 

c231 

c321 

C331 


1. 

2 

0; 

0, 

3. 


C122 

c222 

c232 

c322 

C332 


1. 

1. 

0: 

0; 

3. 


Cl33 

c223 

c233 

c323 

C333 


1, 

0, 

2, 

2, 

0, 


(3.6.23) 


siendo  nulos  el  resto  de  los  coeficientes. 

Conocidos  estos  coeficientes,  a partir  de  (3.6.19)  puede  plantearse  un  conjunto 
de  ecuaciones  independientes  que  sean  suficientes  para  determinar  completamente 
la  tabla  de  caracteres  simples  (3.5.31)  (hacerlo  como  ejercicio!).  


3.7.  Producto  directo  de  representaciones 

Dada  una  representación  matricial  D(G ) de  un  grupo  G,  puede  construirse  una 
nueva  representación  tomando  las  complejas  conjugadas  de  las  matrices  de  D(G)8 *. 
En  efecto, 

D(giyD(g2y  = {D(gi)  D(g2)}*  = D(9l  ■ g2)\  Vglig2  e G.  (3.7.1) 

Esta  es  la  representación  conjugada,  que  puede  o no  ser  equivalente  a D(G). 

Otra  forma  de  generar  nuevas  representaciones  de  un  grupo  a partir  de  algu- 
nas conocidas  consiste  en  tomar  el  producto  directo  de  éstas,  procedimiento  que 
describimos  a continuación. 


Sean  E(T  y gO)  los  espacios  de  dos  representaciones  de  un  grupo  G,  D^a\G)  y 
D{'li\G ),  de  dimensión  ra  = r y rp  = r'  respectivamente. 

Supongamos  que  los  espacios  de  representación  y E^  estén  generados  por 
los  conjuntos  completos  {ex, . . . , er}  y (ej, . . . , e',}  respectivamente,  de  modo  que 


8También  se  obtiene  una  representación  tomando  las  traspuestas  de  las  inversas  de  las  matrices, 

Dig-1)1. 
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los  vectores  en  esos  espacios  tienen  desarrollos  de  la  forma 

x = Xi  ei  E E^  , y = yje'jE  E<«  , (3.7.2) 

con  Xi,  yj  E C. 

Referidos  a esas  bases,  los  operadores  de  las  representaciones  actúan  según 

£><“>(S)  X = (DÍf(s)  x,H , £"">( g)  y = (r>¡?(«)  yiH  ■ (3-7.3) 

El  espacio  producto  directo  o producto  tensorial,  ® E^\  es  un  espacio 
lineal  de  dimensión  r x r'  generado  por  una  base  que  denotaremos  por  {e¿  <S>  e'- , 1 < 
i < r , 1 < j < r'}.  Un  vector  arbitrario  de  ese  espacio  tiene  un  desarrollo  de  la 
forma  2 = 2y  e¿  ® e' , de  modo  que  sus  componentes  forman  una  matriz  de  r x r'. 

Dados  dos  vectores  como  en  (3.7.2),  su  producto  tensorial  es  el  vector  2 = x®y  := 
Xi  yj  ei  ® e'j  E E(Q)  ® E(/3b 

La  representación  producto  directo,  (D^  ® Dt:^)(G),  es  una  representación 
matricial  del  grupo  G cuyo  espacio  de  representación  es  E^  <g)  E^,  sobre  el  que 
actúa  según 

(D(«)®D<»)(s)z=  {[(D«“)®H<»)(s)]¡JW  zw}e(®e' , (3.7.4) 

donde 

[(D<“>  ® D<»)(S)](.W  = D£>(g)  D¡f>(g) . (3.7.5) 


Efectivamente,  se  trata  de  un  homomorfismo,  porque  para  el  producto  de  dos 
operadores  cualesquiera  tenemos 

[(£><“>  ® di»)(9i)(d<°>  0 n<»)(j2)]  ¡jk¡  = 

= [(0(a)  ® DW)(g¡)]ijuv  [(£><“>  ® D«»)(®)]„,h  = 

= 0<?(9i)D<»(9i)  fe)  = (3.7.6) 

= AÍ’(» i ■ 9*) 

= [(£)<“> ® n(«)(9i- gi)]ilM  , Ví,),M,  V9l,92eG. 


El  producto  directo  de  representaciones  unitarias  es  también  una  representación 
unitaria.  En  efecto,  sean  D^^G)  y D^\G)  dos  representaciones  unitarias  de  G. 
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Entonces 

[(0<°>  ® D«)(9)]H ,/  = Dff(g)  D¡»(9)‘ 

= D^(g~')  DjfV1)  = [(£><»>  ® D«»)(9->)]^  . 


(3.7.7) 


Lema  3.3.  Los  caracteres  de  la  representación  producto  directo  D^a®^(G)  ;= 
(D(q)  ® D ( G ) están  dados  por  el  producto  de  los  caracteres  de  D^a\G)  y D(ii\G). 
En  efecto, 

x<“«»(9)  = tr  { (D<°>  0 do»)  (J))  = [(£,(«)  ® D<»)(9)](j(j  = 

= DÍ1“)(í)D«f(s)=x<“)(9)x<»(í). 

□ 


En  general,  la  representación  D^a®^{G)  no  será  irreducible.  Conocidos  los  ca- 
racteres simples,  podremos  identificar  las  representaciones  irreducibles  contenidas  en 
D(a®P)(G)  empleando  las  condiciones  de  ortogonalidad  para  vectores  de  caracteres. 
Para  ello  aplicamos  la  relación  deducida  en  (3.5.4), 


S S 

Tí  4 M*  V ^ Tí- 


_ v-  (<*m  v(7)  _ v'  v(°)  ap)  v(7> 

“7  — 2^  n Xi  Xi  ~ ti  Xi  Xi  Xi  ’ 


n 


(3.7.9) 


¿=i  t=i 

lo  que  nos  permitirá  determinar  la  descomposición  de  Clebsh  - Gordan9 


D{am(G)  = ©*.  Dh)(G),  (3.7.10) 

7=1 


que  expresa  el  producto  directo  como  suma  directa  de  representaciones  irreducibles. 

Evidentemente,  las  dimensiones  de  las  representaciones  en  (3.7.10)  deben  satis- 
facer la  relación 

8 

ra®p  = rQr0  = a 7r7.  (3.7.11) 

7=1 
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Capítulo  4 


GRUPOS  CONTINUOS 

4.1.  Grupos  continuos 

Consideremos  el  grupo  0(3),  cuyos  elementos  son  las  matrices  reales  ortogonales 
de  3 x 3, 

/ Rn  R12  Rí3  \ 

R=\R2i  R22  ¿?23  , Rij  e K.  (4.1.1) 

\Rsi  R32  R33  j 

Cada  matriz  R E 0(3)  corresponde  un  punto  en  IR9  que  yace  sobre  una  hipersu- 
perficie  determinada  por  las  seis  ecuaciones  algebraicas 

RlR  = I3  =>  RikRn  = 5ki,  k <1,  (4.1.2) 

lo  que  deja  sólo  tres  parámetros  reales  independientes.  Esa  hipersuperficie  suave,  de 
dimensión  3,  es  llamada  variedad  del  grupo  0(3).  Este  es  un  ejemplo  particular  de 
grupo  continuo. 

En  general,  un  grupo  continuo  de  n parámetros  (reales)  tiene  sus  elementos 
identificados  de  manera  biunívoca  con  los  puntos  de  una  variedad  n-dimensional, 
inmersa  en  lRm  (com  m > n)  y determinada  por  un  conjunto  de  m — n ecuaciones 
algebraicas. 

Una  forma  de  describir  una  hipersuperficie  de  ese  tipo  consiste  en  establecer 
sistemas  de  coordenadas  locales,  que  pongan  en  correspondencia  uno  a uno  los 
puntos  de  la  variedad  contenidos  en  una  región  abierta  de  Mm  con  los  puntos  de  una 
región  abierta  de  Mn. 

En  general  no  será  posible  establecer  un  único  sistema  global  de  coordenadas, 
sino  que  será  necesario  cubrir  la  variedad  con  un  conjunto  de  abiertos,  cada  uno 
con  su  sistema  local  de  coordenadas,  los  que  deberán  ser  compatibilizados  dando 
la  relación  entre  unas  y otras  coordenadas  en  la  región  de  superposición  de  dos 
abiertos.  Estos  conjuntos  de  abiertos  y las  relaciones  entre  sus  coordenadas  describen 
las  propiedades  globales  o topología  de  la  variedad. 

Ejemplo  4.1.  la  esfera  S2  C K3,  determinada  por  la  ecuación  x2  + y2  + z2  = 1, 
es  una  variedad  bidimensional  que  puede  ser  cubierta  con  dos  abiertos,  entornos  del 
polo  norte  y del  polo  sur  respectivamente,  en  los  que  se  puede  establecer  sistemas 
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locales  de  coordenadas  mediante  la  proyección  estereográfica.  Los  puntos  de  la  esfera 
contenidos  en  una  banda  alrededor  del  ecuador  tendrán  asignadas  coordenadas  en 
uno  y otro  sistema,  pudiéndose  escribir  a unas  como  funciones  diferenciables  de  las 
otras. 

Ejemplo  4.2.  En  ciertos  casos  es  posible  establecer  un  único  sistema  de  coor- 
denadas si  a él  se  agrega  cierta  información  sobre  la  topología  de  la  variedad.  Por 
ejemplo,  los  puntos  sobre  una  circunferencia  «S1  pueden  ser  puestos  en  correspon- 
dencia biunívoca  con  los  del  segmento  [0, 27r]  siempre  que  además  se  identifiquen  sus 
extremos,  2tt  = 0.  

En  general,  una  variedad  diferenciable  n-dimensional  Ai  podrá  ser  cubierta 
por  un  conjunto  de  abiertos  Up,  entornos  de  ciertos  [juntos  p E Ai,  tales  que 
Ai  = (J  Up.  En  cada  abierto  tendremos  un  sistema  local  de  coordenadas,  es  decir, 
una  aplicación  (f>p  : Up  — > Mn  que  establece  una  correspondencia  biunívoca  entre 
los  puntos  de  la  variedad  en  ese  entorno  y los  de  una  región  abierta  de  Mn  (por  lo 
que  Ai  resulta  localmente  euclídea).  Además,  si  UvC\Uq  ^ 0,  las  coordenadas  x 
asignadas  por  (j)p  a un  punto  genérico  de  esa  intersección  serán  funciones  continuas 
y diferenciables  de  las  coordenadas  y que  le  asigna  la  aplicación  (j>q  a ese  mismo 
punto,  x = (<?!>p  o c^"1)  (y). 

Un  grupo  continuo  de  dimensión  n es  un  conjunto  cuyos  elementos  están  en  co- 
rrespondencia biunívoca  con  los  puntos  de  una  variedad  diferenciable  n-dimensional, 
y que  además  se  estructura  como  un  grupo  respecto  de  cierta  ley  de  composición 
asociativa,  con  neutro  e inverso.  Ambas  estructuras  están  relacionadas  por  el  hecho 
de  que  la  composición  de  elementos  del  grupo  (descrita  en  términos  de  sistemas 
locales  de  coordenadas  establecidos  en  ciertos  entornos  de  cada  elemento)  es  una 
aplicación  continua  sobre  la  variedad. 

Sean  a,  6,  c • • • E G,  elementos  de  un  grupo  continuo.  Supongamos  que,  respecto 
de  ciertos  sistemas  locales  de  coordenadas,  4>a(a)  = a,  <f>b(b)  = /?,  4>c(c)  = 7,  ■ • • En 
esas  condiciones,  existen  funciones  continuas  <f>  (que  dependen  de  la  elección  de  los 
sistemas  locales  de  coordenadas)  tales  que,  si  c = a ■ b,  entonces 

7"  = *>,/?),  p,  = 1, 2, . . . , n.  (4.1.3) 

Las  propiedades  de  la  ley  de  composición  del  grupo  requieren  que  se  satisfagan 
las  siguientes  condiciones, 
a)  Asociatividad:  como 


a • (b  ■ c)  = (a  • b)  • c =>  <í>  (a,  <&(/?,  7))  = <f>  ($(a,  /0),  7) . 


(4.1.4) 
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b)  Existencia  del  elemento  neutro:  sean  £ = </>e(e),  las  coordenadas  locales  de  e; 
entonces 

e-a  = a = a-  e=>  <f>(e, a)  = a = 4>(a,e).  (4.1.5) 

c)  Existencia  del  elemento  inverso:  sean  a = (j)a-i(a~1),  las  coordenadas  locales 
del  elemento  inverso  de  a;  entonces 

a-1  ■ a = e = a ■ a-1  =>  $(a,  a)  = £ = 4>(a:,a).  (4.1.6) 


Ejemplo  4.3.  Los  elementos  del  grupo  0(2 ) son  matrices  ortogonales  de  2 x 2: 
RlR  = 12-  Sus  cuatro  elementos  de  matriz  (reales)  están  relacionados  por  las  tres 
condiciones  RikRu  = S¡¡¡,  k < /,  lo  que  deja  un  único  parámetro  real  independiente. 

Por  otra  parte,  det  R = ±1.  Pero  la  variación  de  un  parámetro  continuo  no  puede 
producir  una  discontinuidad  en  el  determinante. 

Las  matrices  de  0(2)  con  det  R = 1 pueden  ser  representadas  como 


m 


eos (9)  — sin(0) 
sin(0)  eos  (9) 


(4.1.7) 


donde  9 E [0,  27t). 
Sea 


S = 


1 0 
,0  -1 


= S 


-i 


con  det  S = —1. 


(4.1.8) 


Entonces,  si  det  i?'  = —1  =>  det(SR')  = 1.  Por  lo  tanto,  todo  elemento  de  0(2)  con 
determinante  —1  puede  escribirse  como 


R'(6 ) = SR(6)  = 


í eos (9) 
y—  sin(0) 


— sin(0)\ 

— cos(0) y 


R(-9)S. 


(4.1.9) 


Los  elementos  de  0(2)  están  entonces  unívocamente  identificados  por  un  ángu- 
lo y el  signo  del  determinante.  Es  inmediato  verificar  que  la  composición  de  ele- 
mentos de  este  grupo  es  continua  en  ese  parámetro.  Por  ejemplo,  R(9x)R(92)  = 
R (9i  + 92\mod2Tr)- 

En  consecuencia,  0(2)  es  un  grupo  continuo,  y su  variedad  asociada  está  cons- 
tituida por  dos  circunferencias  «S1,  una  para  cada  signo  del  determinante.  En  parti- 
cular, el  elemento  neutro  está  contenido  en  la  hoja  de  la  variedad  correspondiente  a 
deti?(0)  = 1,  lo  que  define  al  subgrupo  SO(2).  


Una  variedad  se  dice  conexa  si  dos  cualesquiera  de  sus  puntos  pueden  ser  unidos 
por  una  curva  continua  que  yace  sobre  la  misma  variedad.  La  variedad  de  un  grupo 
continuo  puede  estar  constituida  por  más  de  una  componente  conexa. 

Un  grupo  continuo  se  dice  conexo  si  su  variedad  es  conexa. 
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Teorema  4.1.  La  componente  conexa  de  un  grupo  continuo  G que  contiene  al 
elemento  identidad,  e,  constituye  un  subgrupo  G0  de  la  misma  dimensión  que  G. 

En  efecto,  sean  a,b  E G0 ; entonces  puede  variarse  con  continuidad  las  coordena- 
das de  esos  elementos  (eventualmente  cambiando  de  sistemas  locales  de  coordenadas) 
hasta  hacerlos  coincidir  con  la  identidad.  Es  decir,  hay  caminos  sobre  la  variedad 
del  grupo  que  llevan  a — >■  e y b — > e.  Como  b • fe-1  = e,  también  6_1  € G0. 

En  consecuencia,  como  la  ley  de  composición  es  continua,  es  posible  cambiar  con 
continuidad  las  coordenadas  del  producto  a ■ b~l  de  modo  que  a ■ b~l  — »•  a — »•  e.  Por 
lo  tanto,  a ■ b~x  E G0  =>■  G0  es  un  subgrupo  de  G. 

Por  otra  parte,  dim  G0  = dim  G,  puesto  que  la  parte  conexa  de  la  variedad  que 
contiene  a e tiene  la  misma  dimensión  que  la  variedad  completa.  □ 

Teorema  4.2.  La  componente  conexa  de  un  grupo  continuo  G que  contiene  al 
elemento  identidad  e,  G0,  es  un  subgrupo  invariante  de  G. 

Sea  a E G0  y sea  b E G.  Entonces  es  posible  cambiar  con  continuidad  las  coor- 
denadas del  elemento  conjugado  b • a • 6_1  hasta  hacerlo  coincidir  con  e.  En  efecto, 
como  a se  conecta  con  continuidad  con  e =>•  b-  a - b~l  — > b ■ e ■ fe-1  = e =>  b • a ■ 6-1  E 

G0,  VbeG.  □ 


Ejemplo  4.4.  50(2)  es  un  subgrupo  invariante  de  0(2).  

Las  componentes  de  la  variedad  de  un  grupo  continuo  G no  conexas  con  la 
identidad  son  isomorfas  a G0  como  variedad.  En  efecto,  sea  d ^ G0,  entonces  la 
composición  con  d a izquierda  constituye  una  aplicación  biunívoca  entre  G0  y el  coset 
d • Gq.  Esta  relación  uno  a uno  permite  establecer  sistemas  locales  de  coordenadas 
que  cubren  completamente  a esa  hoja  de  la  variedad  a partir  de  los  abiertos  que 
cubren  a G0.  De  ello  resulta  que  tienen  la  misma  topología. 

El  grupo  cociente  G/G0,  cuyos  elementos  (los  cosets  construidos  con  G0)  corres- 
ponden a las  distintas  hojas  de  la  variedad,  es  un  grupo  discreto1 

G/Gq  = {dk  • Gq  | d\  = e,  dk  ^ Gq,  para  k = 2, 3,  — } . (4.1.10) 

Esto  permite  reducir  el  estudio  de  grupos  continuos  no  conexos  a la  consideración 
de  los  grupos  continuos  conexos  (y  de  los  grupos  discretos). 

Si  G0  es  un  grupo  continuo  conexo  y D es  un  grupo  discreto,  buscamos  reconstruir 
un  grupo  continuo  no  conexo  cuyos  elementos  sean  de  la  forma  d¡.  • a , con  dk  E D y 

1En  general,  si  H es  un  subgrupo  invariante  de  un  grupo  continuo  G,  la  dimensión  del  grupo 
cociente  dim {G/H)  = dim  G—  dimlí,  dado  que  los  cosets  a-H  están  caracterizados  por  ese  número 
de  parámetros  independientes. 
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a € Go.  La  composición  de  dos  de  tales  elementos 

(dk  ■ a)  ■ (di  ■ b ) = ( dk  ■ d¡ ) ■ (df1  - a- di)  b,  (4.1.11) 

donde  (d^1  ■ a-  d¡)  E Gq,  puesto  que  éste  es  un  subgrupo  invariante  de  G.  En  conse- 
cuencia, la  conjugación  por  elementos  del  grupo  discreto  D,  junto  con  las  operaciones 
en  D y G0,  determina  completamente  las  propiedades  de  G. 

Ejemplo  4.5.  Sean  G0  = SO(2)  y D = {12,  5}  « Z2  (ver  ecs.  (4.1.7)  y (4.1.8)). 
Entonces,  para  R(9)  E 50(2)  tenemos  S~1R(9)S  = R(—9 ).  

4.2.  Grupos  conexos  - Grupos  de  Lie 

Consideremos  un  elemento  b de  un  grupo  continuo  conexo  G.  Existe  una  curva 
sobre  la  variedad  del  grupo  que  lo  conecta  con  continuidad  con  el  elemento  neutro 
e.  Sobre  dicha  curva  podemos  seleccionar  elementos  a*.,  con  k = 0,1,...  N y N 
suficientemente  grande,  tales  que 

a)  a,Q  = e,  a¡\f  = b, 

b)  dk  y ak+i  están  contenidos  en  un  mismo  abierto,  de  modo  que  pueden  ser 
referidos  a un  mismo  sistema  local  de  coordenadas, 

c)  V k , los  productos  a^+1  • 1 están  contenidos  en  un  mismo  entorno  de  la 

identidad,  de  modo  que  pueden  ser  referidos  a un  único  sistema  local  de 
coordenadas  establecido  alrededor  de  e. 

En  esas  condiciones,  un  elemento  arbitrario  b E G (conexo)  puede  escribirse  como 
la  composición  de  un  gran  número  de  elementos  próximos  de  la  identidad, 

b=(aN  ■ • (ajv-i  • aj^_2)  • • • . (a2  • af1)  • (ax  • *)  • a0.  (4.2.1) 

Esto  muestra  que  las  propiedades  locales  de  la  ley  de  composición,  para  elementos 
en  un  entorno  de  la  identidad  e,  también  contiene  información  sobre  las  propiedades 
globales  del  grupo. 

Un  grupo  de  Lie2  es  un  grupo  continuo  para  el  cual  las  funciones  $(a, /?),  que 
describen  la  ley  de  composición  en  términos  de  coordenadas  locales,  son  analíticas 
en  su  dominio  de  definición. 

Sean  a,  b dos  elementos  de  un  grupo  de  Lie  G contenidos  en  un  entorno  de  la 
identidad.  Sea  c = a-b,  y supongamos  que  todos  esos  elementos  son  suficientemente 
próximos  de  la  identidad  como  para  que  puedan  ser  referidos  a un  mismo  sistema 
local  de  coordenadas:  4>e(e ) = O,  (¡)e(a)  = a,  (j>e{b)  = /?,  <j)e(c)  — 7.  Entonces, 

V*  = $**(«,  0)  (4.2.2) 


2Marius  Sophus  Lie  (1842  - 1899). 
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donde  en  el  segundo  miembro  aparecen  funciones  analíticas  de  todas  sus  variables,  las 
que  pueden  ser  desarrolladas  en  serie  de  Taylor3  dentro  de  su  círculo  de  convergencia. 
Por  lo  dicho  anteriormente,  los  coeficientes  de  esos  desarrollos  no  sólo  permiten 
describir  localmente  la  ley  de  composición,  sino  que  también  contienen  información 
sobre  las  propiedades  globales  del  grupo. 

Ejemplo  4.6.  Los  siguientes  son  ejemplos  de  grupos  de  lie: 

■ El  grupo  de  dilataciones  en  un  espacio  vectorial  E,  x t->  ax,  con  x € E y 
a e M+\{0},  es  un  grupo  de  Lie  de  dimensión  1.  La  ley  de  composición  es 
analítica  en  sus  dos  argumentos,  <h(a,  b)  = ab. 

• El  grupo  de  traslaciones  en  Mn,  para  el  cual  x 4 x t a es  un  grupo  de  Lie 
n-dimensional  donde  la  ley  de  composición  es  4>(a,  b)  = a + b,  analítica  en 
todos  sus  argumentos. 

■ Todos  los  grupos  de  matrices  que  hemos  definido  anteriormente  son  grupos 
de  Lie.  Por  ejemplo,  si  U E U(n)  =>  WU  = ln.  Esta  relación  impone 
n + 2n(n  — l)/2  = n2  condiciones  (reales),  lo  que  deja  n2  parámetros  reales 
independientes  que  determinan  la  matriz  U . Entonces  U (n)  es  un  grupo  de 
Lie  de  dimensión  n2. 

■ Al  subgrupo  invariante  SU (n)  se  le  impone  además  que  det  U = el9  = 1 =£■ 
9 = 0,  lo  que  elimina  un  parámetro  real  adicional.  Por  lo  tanto,  se  trata  de 
un  grupo  de  Lie  de  dim  SU ( n ) = n2  — 1. 

■ Similarmente,  los  grupos  ortogonales  son  grupos  de  Lie  de  dimensión  dim  0(n ) 
dim  SO(n ) = n2  — {n  + n(n  — l)/2}  = n(n  — l)/2. 


Un  grupo  de  Lie  se  dice  simple  si  no  contiene  subgrupos  de  Lie  propios  inva- 
riantes. 

Un  grupo  de  Lie  se  dice  semi-simple  si  no  contiene  subgrupos  de  Lie  propios 
Abelianos  invariantes. 

4.3.  Propiedades  globales  de  grupos  conexos  - Primer  grupo  de 

homotopía 

Consideremos  la  variedad  del  grupo  U{  1),  la  circunferencia  S1 . Se  trata  de  un 
grupo  conexo,  pero  existen  diversas  formas  no  equivalentes  de  conectar  dos  elementos 
de  U{  1)  mediante  una  curva  sobre  la  variedad.  En  efecto,  partiendo  del  primer 
elemento,  es  posible  dar  n vueltas  a la  circunferencia,  en  un  sentido  o en  el  otro, 

3Brook  Taylor  (1685  - 1731). 


4.3.  PROPIEDADES  GLOBALES  DE  GRUPOS  CONEXOS 


81 


antes  de  alcanzar  el  segundo  elemento.  Esas  curvas  son  no  equivalentes  en  el  sentido 
de  que  no  es  posible  deformar  con  continuidad  (sin  salirse  de  la  variedad)  una  de 
ellas  en  otra  que  dé  un  número  diferente  de  vueltas  sobre  la  circunferencia. 

Esa  noción  puede  hacerse  más  precisa  introduciendo  el  primer  grupo  de  ho- 
motopía  de  la  variedad  Al.  Para  ello,  consideremos  las  curvas  continuas  sobre  la 
variedad  que  empiezan  y terminan  en  un  mismo  punto  (es  decir,  aplicaciones  de  la 
circunferencia  sobre  la  variedad,  n : S1  — »■  Ai). 

Se  dice  que  dos  curvas  son  homotópicas  si  es  posible  deformar  una  en  la  otra 
de  manera  continua,  mediante  desplazamientos  sobre  la  variedad.  Esto  constituye 
una  relación  de  equivalencia  que  permite  definir  clases  de  equivalencia  de  curvas 
homotópicas  o clases  de  homotopía. 

Dado  que  todas  la  curvas  comienzan  y terminan  en  el  mismo  punto,  es  posible 
definir  una  operación  de  composición  entre  clases  de  homotopía,  donde  el  resultado 
de  la  composición  de  dos  clases  es  la  clase  que  contiene  a la  curva  que  se  obtiene  de 
prolongar  una  curva  representante  de  la  primera  clase  poniendo  a continuación  de 
ella  mía  representante  de  la  segunda  clase. 

Puede  comprobarse  que  esta  operación  no  depende  de  las  curvas  representantes 
elegidas  en  cada  clase.  También  que  esa  ley  de  composición 

a)  es  asociativa, 

b)  tiene  un  elemento  neutro  que  corresponde  a la  clase  de  curvas  que  pueden 
contraerse  con  continuidad  a un  punto  (curvas  homotópicamente  nulas), 

c)  tiene  un  inverso  para  cada  clase,  correspondiente  a la  clase  que  contiene  a 
una  curva  representante  de  la  primera  pero  recorrida  en  sentido  opuesto. 

En  consecuencia,  respecto  de  esa  ley  de  composición,  el  conjunto  de  clases  de 
homotopía  se  estructura  como  un  grupo  (discreto),  fli(AÍ),  llamado  primer  grupo 
de  homotopía  de  la  variedad. 

Se  puede  demostrar  que  el  primer  grupo  de  homotopía  de  un  grupo  de  Lie  conexo 
es  siempre  Abeliano  (es  decir,  no  importa  en  qué  orden  se  compongan  las  curvas), 
y que  no  depende  del  punto  sobre  la  variedad  que  se  elija  como  origen  de  ellas 
(de  modo  que  simplemente  pueden  considerarse  clases  de  curvas  cerradas  sobre  Al 
que,  a los  efectos  de  definir  una  composición,  se  las  deforma  con  continuidad  hasta 
hacerlas  coincidir  en  un  punto). 

Una  variedad  Al  se  dice  simplemente  conexa  si  su  primer  grupo  de  homotopía 
es  trivial,  IIi(Af)  ~ Zj.  Si  Ili(AÍ)  es  no  trivial,  Ai  es  múltiplemente  conexa. 

De  acuerdo  a las  propiedades  de  sus  variedades  asociadas,  los  grupos  de  matrices 


son: 
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Grupo 

simplemente  conexo 

múltiplemente  conexo 

GL(n,C) 

★ 

SL(n,C) 

★ 

GL(n,  R) 

★ 

5L(n,R) 

★ 

SO(n ) 

★ 

U(n) 

★ 

SU(n ) 

★ 

50(1,1) 

★ 

SO(n,  1),  n > 2 

* 

5p(2n,  R) 

★ 

5p(2n,  C) 

★ 

Sp(n ) 

★ 

En  particular, 


Ü!  ( SL(n , R)) 


Z,n  = 2 
Z2  , n > 2 


Ü!  (50(n)) 


Z , n = 2 
Z2  , n > 2 


(4.3.1) 


rij  (5p(2n,  R))  w Z . 

Ejemplo  4.7.  El  grupo  0(2),  que  ya  hemos  considerado,  no  es  conexo.  Su 
componente  conexa  es  el  subgrupo  50(2),  cuya  variedad  es  una  circunferencia 
=>  II1(50(2))  fu  Z.  En  efecto,  la  composición  de  dos  curvas  que  dan  n y m vueltas 
alrededor  de  la  circunferencia  respectivamente  es  un  curva  que  da  n + m vueltas, 
con  n,m  E Z. 

Ejemplo  4.8.  La  variedad  del  grupo  U (1)  0 U(  1)  es  un  toro  (o,  equivalente- 
mente, un  rectángulo  con  los  puntos  opuestos  sobre  el  borde  identificados).  Este  es 
un  grupo  múltiplemente  conexo,  cuyo  grupo  de  homotopía  es  fli (C/ (1)  0 Í7(l))  = 
Z 0 Z.  En  efecto,  el  par  de  enteros  ( n , m)  que  caracterizan  a las  clases  de  homo- 
topía se  refieren  al  número  de  vueltas  que  las  curvas  en  esa  clase  describen  a lo 
largo  y alrededor  del  toro  respectivamente.  La  ley  de  composición  corresponde  a 
(ni,mi)  • (n2,m2)  = (ni +n2,mi +m2).  

Un  grupo  de  Lie  se  dice  compacto  si  su  variedad  (entendida  como  subconjunto 
de  Rm,  para  algún  m)  es  una  región  compacta. 
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Ejemplo  4.9.  SU (2)  es  un  grupo  compacto  y simplemente  conexo,  de  dimensión 
3.  Sus  elementos  son  matrices  unitarias  unimodulares  de  2 x 2: 


con  det  U = ad  — be  = 1.  Entonces,  d = a*,  c—  —b*. 
Por  lo  tanto, 


(4.3.2) 


U = 


con  detU  = |a|2  + |6|2  = 1. 


(4.3.3) 


En  términos  de  las  partes  reales  e imaginarias  de  esos  parámetros,  a = x + iy, 
b = z + it,  tenemos 

det  U = x2  + y2  + z2  + í2  = 1,  (4.3.4) 


lo  que  determina  una  (hiper)esfera  tridimensional  de  radio  1 en  IR4,  <S3. 

De  ese  modo,  cada  matriz  del  grupo  SU (2)  está  en  correspondencia  uno  a uno 
con  los  puntos  de  <S3,  que  puede  ser  considerada  su  variedad  asociada. 

Se  trata  evidentemente  de  una  variedad  compacta.  Además,  es  simplemente  co- 
nexa, dado  que  toda  curva  cerrada  sobre  una  esfera  de  dimensión  mayor  o igual  a 2 
es  homotópicamente  nula. 


Ejemplo  4.10.  El  conjunto  de  las  matrices  de  SU( 2)  constituye  una  represen- 
tación matricial  fiel  de  dicho  grupo,  llamada  representación  fundamental.  Esta 
representación  es  irreducible  puesto  que,  por  ejemplo,  las  matrices  de  Pauli4 


<7j  = 


(4.3.5) 


que  multiplicadas  por  i son  elementos  de  SU (2),  no  conmutan  entre  sí, 


[(Tj,  <7j]  — ‘¿ie-ijhtTh, 


(4.3.6) 


y por  lo  tanto  no  pueden  ser  simultáneamente  diagonalizadas. 

Entonces,  por  el  Teorema  de  Schur,  toda  matriz  C en  el  centro  de  SU (2)  es 
proporcional  a la  identidad, 


UC  = CU,  \/U  e SU (2)  =>  C = Ala.  (4.3.7) 

Y como  det  C = 1=>A2  = 1=>A  = ±1. 

Por  lo  tanto,  el  centro  C de  SU (2)  (que  es  un  subgrupo  invariante)  es  de  orden 

2, 

C = {12,  — 12}  wZa-  (4.3.8) 


4Wolfgang  Ernst  Pauli  (1900  - 1958). 
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Podemos  ahora  construir  el  grupo  cociente  entre  SU (2)  y su  centro,  SU (2) /Z2, 
cuyos  elementos  son  los  cosets  de  la  forma  t/Z2  = {U,—U}.  Recordemos  que  la 
operación  en  SU(  2)/Z2  está  dada  por 

U\  Z2  • f/2  Z2  = (t/it/2)Z2.  (4.3.9) 

Este  grupo  es  homomorfo  a SU (2)  por  un  homomorfismo  (f>  : SU (2)  — > SU (2) /Z2  tal 
que  (¡){U)  = U Z2  = <j>(—U),  cuyo  núcleo  es  el  centro  de  SU (2),  (f>~1  (12Z2)  = C«  Z2. 

Como  los  cosets  contienen  matrices  de  SU (2)  que  sólo  difieren  en  su  signo  global, 
los  elementos  de  cada  coset  corresponden  a puntos  diametralmente  opuestos  sobre 
la  variedad  <S3. 

Entonces,  dentro  de  un  entorno  suficientemente  pequeño  de  la  identidad  tendre- 
mos una  correspondencia  uno  a uno  entre  los  elementos  de  SU (2)  y los  de  SU (2)/Z2, 
con  esencialmente  la  misma  ley  de  composición  (ver  ec.  (4.3.9)). 

Es  decir,  el  homomorfismo  0 : SU (2)  — > SU (2) /Z2  restringido  a un  entorno  de 
la  identidad  resulta  ser  una  aplicación  biunívoca.  Por  ese  motivo  los  grupos  SU (2) 
y SU{ 2)/Z2  se  dicen  localmente  isomorfos. 

Dado  que  puntos  diametralmente  opuestos  sobre  «S3  corresponden  al  mismo  coset, 
los  elementos  de  5Í7(2)/Z2  pueden  ser  puestos  en  correspondencia  uno  a uno  con 
los  de  una  hemiesfera  tridimensional, 

í = +^l-(x2  + r!  + z2)  >0,  (4.3.10) 


siempre  que  se  tenga  en  cuenta  que  puntos  diametralmente  opuestos  sobre  su  borde 

t = 0=>  (x2  + y2  + z2)  = 1 (4.3.11) 


corresponden  al  mismo  elemento  del  grupo. 

Vemos  entonces  que  la  variedad  del  grupo  SU (2)/Z2  tiene  la  topología  de  una 
esfera  de  radio  1 en  IR3  (incluido  su  interior),  con  los  puntos  diametralmente  opuestos 
sobre  su  borde  identificados: 


0 < (x2  + y2  + z2)  < 1,  con 


y 


W 


si  (x2  + y2  + 22)  = 1.  (4.3.12) 


Para  esta  variedad  hay  sólo  dos  clases  de  curvas  homotópicas: 

■ las  curvas  homotópicamente  nulas,  que  pueden  ser  contraídas  a un  punto  con 
continuidad, 

■ y las  curvas  homotópicas  a un  diámetro,  que  en  esta  variedad  es  una  curva 
cerrada. 
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En  efecto,  es  fácil  ver  que  curvas  cerradas  que  reaparecen  un  número  par  de  veces 
por  las  antípodas  son  homotópicamente  nulas,  mientras  que  las  que  emplean  esa  po- 
sibilidad un  número  impar  de  veces  son  deformables  con  continuidad  a un  diámetro 
de  la  esfera. 

Por  lo  tanto,  Ü!  (SU (2)/Z2)  « Z2,  de  modo  que  ese  grupo  de  Lie  es  compacto  y 
doblemente  conexo. 

Ejemplo  4.11.  Los  elementos  del  grupo  de  rotaciones  SO( 3)  (que  ya  hemos 
considerado)  están  unívocamente  determinados  por  un  vector  unitario  ü,  que  apunta 
en  la  dirección  del  eje  de  rotación,  y por  el  ángulo  de  rotación  6 E [— tt,  7t],  siempre 
que  se  tenga  en  cuenta  que  rotar  en  un  ángulo  —7 r alrededor  de  un  eje  es  equivalente 
a rotar  en  +7 r alrededor  del  mismo  eje. 

Entonces,  los  elementos  de  50(3)  están  en  correspondencia  uno  a uno  con  los 
puntos  de  una  esfera  de  radio  7r  en  IR3  (incluido  su  interior),  que  tiene  identificados 
los  puntos  diametralmente  opuestos  sobre  su  borde.  En  consecuencia,  la  variedad  de 
50(3)  tiene  la  misma  topología5  que  la  del  grupo  SU( 2)/Z2. 

Por  lo  tanto,  50(3)  es  un  grupo  de  Lie  compacto  y doblemente  conexo, 
nj  (50(3))  « Z2. 

Ejemplo  4.12.  Teniendo  en  cuenta  que  los  elementos  de  SO(n ),  con  n > 3, 
corresponden  a las  operaciones  de  rotación  (módulo  27t)  sobre  planos  definidos  de 
Rn  que  contienen  el  origen,  un  razonamiento  similar  al  anterior  permite  mostrar  que 
esos  grupos  también  son  doblemente  conexos. 

Ejemplo  4.13.  Se  puede  mostrar  que  el  grupo  SU (n)  es  compacto  y simplemente 
conexo.  Además,  su  representación  fundamental  (fiel,  ya  que  coincide  con  el  propio 
grupo)  es  irreducible. 

En  consecuencia,  por  el  teorema  de  Schur,  su  centro  C (subgrupo  invariante) 
contiene  matrices  proporcionales  a la  identidad,  tales  que  det(Aln)  = A”  = 1 => 
A p = e2l7rp/n,  con  p = 0, 1, . . . , n — 1.  Es  decir,  C Z„. 

El  grupo  cociente  SU (n)/Z„  (cuyos  elementos  son  los  cosets  U Zn)  es  homomorfo 
a SU(n)  por  un  homomorfismo  (j>  : SU(n ) SU(n)/'Ln  de  núcleo  4>~1(esu(n)/zn)  = 
C ¡=¡  Z„.  Pero  en  un  entorno  suficientemente  pequeño  de  la  identidad,  este  homo- 
morfismo establece  una  correspondencia  biunívoca  entre  los  elementos  de  esos  dos 
grupos,  los  que  entonces  resultan  localmente  isomorfos. 


5Más  adelante  mostraremos  que  50(3)  « SU (2) /Z2. 
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Sobre  la  variedad  del  grupo  cociente  SU (n)  ¡Z n podemos  trazar  curvas  cerradas 
(que  unen  elementos  en  el  centro  de  SU(n))  de  la  forma 


Up(a)  = diag  (e2Í7rQp/n, . . . , e2í7rap/n,  e-^-i)ap/n^ 
con  0<a<lyp  = 0, 1, . . . , n — 1,  tales  que 

Up(a  = 0)  = ln,  Up(a  = 1)  = e2Í7rP/"in. 

Nótese  que  Up(a )*  = £/p(a)_1  y 

det  Up(a)  = e^(n-l)a/ne-2in(n-l)a/n  = ^ Vq> 


(4.3.13) 


(4.3.14) 


(4.3.15) 


Por  otra  parte,  la  composición  de  Up(a)  con  Uq(a)  resulta  en  una  curva  homotópica 
a Up+qlmodn(a).  En  efecto,  podemos  tomar 

r Up(2a) , 0 < a < 1/2 , 

U (a)  :=  (4.3.16) 

k e2inp/nUq(2a  - 1) , 1/2  < a < 1 , 

que  está  en  la  misma  clase  de  homotopía  que  Up+q\rnodn(a).  En  efecto, 

[/(O)  = ln,  C/  (1/2)  = e2í7rp/nl„,  U(  1)  = e2Í7rp/VÍ7r9/nln  = eTf(^)Uodnln 

(4.3.17) 

Entonces,  para  SU (n) /Zn  existen  n clases  de  curvas  homotópicas  (caracterizadas 
por  contener  a las  Up(a)),  y el  primer  grupo  de  homotopía  es  rij  (SU (n) /Z„)  rs  Z„. 

En  resumen,  el  grupo  5C/(n)/Zn,  compacto  y múltiplemente  conexo,  tiene  un 
primer  grupo  de  homotopía  que  es  isomorfo  al  núcleo  del  homomorfismo  que  lo 
relaciona  con  SU(n), 


Ui(SU (n) /Zn)  « Zn  ps  <f>  1{esu(n)/ zn)- 


(4.3.18) 


Este  resultado  es  un  caso  particular  de  un  teorema  de  validez  general,  que  se 
enuncia  en  la  siguiente  Sección.  


4.4.  Grupo  de  cubrimiento  universal 

Señalemos  primero  que  homomorfismos  de  núcleo  discreto  respecto  de  un  mismo 
grupo  de  Lie  simplemente  conexo  (relaciones  que  en  un  entorno  de  la  identidad  se 
reducen  a isomorfismos  locales),  permiten  ordenar  a los  grupos  de  Lie  conexos  en 
clases  de  grupos  localmente  isomorfos.  Dos  grupos  de  Lie  están  en  la  misma 
clase  si  ambos  son  homomorfos  a un  mismo  grupo  de  Lie  simplemente  conexo  por 
un  homomorfismo  de  núcleo  discreto. 
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Teorema  4.3.  Dado  un  grupo  de  Lie  conexo  G,  con  un  primer  grupo  de  homo- 
topía  ( discreto ) II^G)  = H , existe  un  grupo  de  Lie  simplemente  conexo  G,  al  cual 
G es  homomorfo  por  un  homomorfismo  <j)  : G — » G de  núcleo  « H . Además, 

en  esas  condiciones  es  G na  G/ H . 

El  grupo  G es  llamado  grupo  de  cubrimiento  universal  de  (la  clase  de  grupos 
localmente  isomorfos  a)  G. 

Ejemplo  4.14.  Los  grupos  SO(n)  con  n > 3 son  doblemente  conexos.  En  con- 
secuencia, existen  grupos  simplemente  conexos  localmente  isomorfos  a cada  uno 
de  ellos,  sus  respectivos  grupos  de  cubrimiento,  que  son  llamados  genéricamente 
Spin(n).  Más  adelante  mostraremos  que  Spin(3)  = SU( 2).  

Ahora  veremos  que  todos  los  grupos  de  Lie  conexos  pertenecientes  a una  clase 
de  grupos  localmente  isomorfos  pueden  ser  construidos  a partir  del  grupo  de  cubri- 
miento universal  de  esa  clase. 

En  efecto,  sea  H un  subgrupo  propio  discreto  invariante  de  un  grupo  de  Lie 
simplemente  conexo  G.  Entonces,  el  grupo  cociente  G = G/H  es  un  grupo  de  Lie 
mútiplemente  conexo,  homomorfo  a G por  un  homomorfismo  de  núcleo  H,  y que 
resulta  localmente  isomorfo  a G. 

En  consecuencia,  la  enumeración  de  todos  los  grupos  localmente  isomorfos  a 
un  grupo  de  Lie  simplemente  conexo  G se  reduce  a la  determinación  de  todos  sus 
subgrupos  discretos  invariantes. 

Así,  la  clasificación  de  todos  los  grupos  de  Lie  conexos  se  reduce  a la  determina- 
ción de  todos  los  grupos  de  Lie  simplemente  conexos  y de  sus  subgrupos  discretos 
invariantes. 

En  particular,  dos  grupos  de  Lie  conexos  localmente  isomorfos  son 

a)  o bien  globalmente  isomorfos, 

b)  o bien  ambos  homomorfos  a un  mismo  grupo  de  Lie  simplemente  conexo. 

Por  lo  anteriormente  dicho,  si  G es  simplemente  conexo,  todo  grupo  de  Lie  conexo 
G localmente  isomorfo  a G puede  obtenerse  como  el  grupo  cociente  G/H  G,  donde 
H = {h\  = e,  h 2, . . . , hk , . . . } es  un  subgrupo  discreto  invariante  de  G. 

En  esas  condiciones,  dado  g E G, 

g ' hk  • g 1 = hi  E H.  (4.4.1) 

Nótese  que  en  el  miembro  de  la  izquierda  se  puede  modificar  con  continuidad  a g, 
que  es  un  elemento  genérico  de  G,  mientras  que  el  miembro  de  la  derecha  está  fijo, 
puesto  que  H es  discreto. 
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Además,  como  G es  simplemente  conexo,  el  elemento  g se  conecta  con  el  neutro 
e mediante  una  curva  continua  sobre  el  grupo,  g i-*  e,  lo  que  implica  que  es  posible 
variar  con  continuidad  el  primer  miembro  de  la  ec.  (4.4.1)  de  manera  tal  que  g • hk- 
g~ 1 e • hk  ■ e”1  = hf¡.  Y este  elemento  debe  coincidir  con  el  del  segundo  miembro 
de  la  ec.  (4.4.1). 

Por  lo  tanto,  V hf¡  E H tenemos 

g ■ hk  • g~l  = hk  =>  g ■ hk  = hk  • g,  V g e G.  (4.4.2) 

En  consecuencia,  todo  subgrupo  discreto  invariante  H de  G está  contenido  en 
su  centro6.  Esto  implica,  en  particular,  que  todo  subgrupo  discreto  invariante  de  G 
es  Abeliano. 

Sea  C el  centro  de  un  grupo  de  Lie  simplemente  conexo  G , y sea  H C C un 
subgrupo  propio  discreto  invariante.  El  grupo  cociente  G = G/H  es  homomorfo  (y 
localmente  isomorfo)  a G por  un  homomorfismo  de  núcleo  H. 

Teniendo  en  cuenta  que  los  puntos  en  la  variedad  de  G identificados  con  los 
elementos  de  H corresponden  al  mismo  elemento  (coset)  de  G/H , se  concluye  que 
las  clases  de  homotopía  de  G contienen  curvas  cerradas  que  conectan  la  identidad  con 
los  distintos  elementos  de  H,  e (-»•  h^.  Dado  que  la  composición  de  dos  de  tales  curvas, 
e h}¡  = hk  ■ e hk  ■ corresponde  a una  curva  homotópica  ae4  (hk  ■ hi),  se  ve 
que  el  primer  grupo  de  homotopía  de  G = G/H  es  II X(G/H)  a¿  H , en  concordancia 
con  el  teorema  anterior. 

No  obstante,  los  grupos  de  homotopía  no  clasifican,  en  general,  a los  grupos  de 
Lie  conexos  localmente  isomorfos  a G.  En  efecto,  es  posible  que  dentro  del  centro  C 
de  G puedan  hallarse  dos  subgrupos  invariantes  distintos  pero  isomorfos, 

#1,  H2  C C,  Hx¿H2,  Hx  « H2.  (4.4.3) 

En  ese  caso,  los  grupos  cociente  G\  = G/H\  y G2  = G/H2  tendrán  grupos  de 
homotopía  isomorfos,  11,(0?!)  ta  Hx  aa  H2  & II,  (G2)i  pero  en  general  no  serán 
globalmente  isomorfos  entre  sí,  G,  9 é G2. 

El  caso  de  SU (2)  es  particular,  porque  su  centro  C Z2  no  tiene  subgrupos 
propios,  de  modo  que  sólo  se  tienen  dos  posibilidades, 

n1(5'C/(2))  » Zi,  nl(SU(2)/Z2)  « Z2.  (4.4.4) 

Todo  otro  grupo  localmente  isomorfo  a SU (2)  (grupo  de  cubrimiento  de  su  clase) 

6Las  representaciones  fundamentales  de  los  grupos  clásicos  de  matrices  son  irreducibles,  lo  que 
implica  que  los  elementos  en  el  centro  del  grupo  son  todos  proporcionales  a la  matriz  identidad. 
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■ o bien  es  simplemente  conexo  y,  por  lo  tanto,  globalmente  isomorfo  a SU (2), 

■ o bien  es  doblemente  conexo  y,  por  lo  tanto,  globalmente  isomorfo  a SU (2) /Z2. 


Finalmente,  consideremos  una  representación  matricial  D(G)  del  grupo  G 
G/ H.  Dado  que  existe  un  homomorfismo  <j>  : G — » G,  ella  induce  una  representación 
matricial  para  el  grupo  G,  definida  por  T(^)  :=  D(<t>(g)),  con  g e G.  En  efecto, 
Vi? \i~g2  € G tenemos 


r(5i)r(52)  = ^(<l>(g1))D(4t(g2))  = 

(4.4.5) 

= -W(Si)  • <K<?2))  = ■ g2))  = rfo  • g2). 

Pero  si  T(G)  es  una  representación  del  grupo  G,  ella  dará  lugar,  en  general,  a una 
representación  proyectiva  (o  multivaluada)  de  G.  En  efecto,  si  (f>~l{ec)  = H / 
{e^-},  entonces  habrá  varias  matrices  de  la  representación  F(G)  por  cada  elemento 
g E G,  las  que  diferirán  entre  sí  en  el  producto  por  la  matriz  correspondiente  a algún 
elemento  de  H . Si  F (G)  es  una  representación  irreducible,  entonces  r (fi*.)  ~ lr  en 
virtud  del  Lema  de  Schur,  dado  que  H está  contenido  en  el  centro  de  G. 

Una  representación  de  G sólo  inducirá  una  representación  ordinaria  de  G si 


r (hk)  = r(e*y)  = lr,  Vfifc  e H = (¡>-\eG).  (4.4.6) 


En  ese  caso  se  puede  establecer  un  homomorfismo  entre  G/H  G y el  grupo  de 
matrices  {F(g- H)  :=  F (g),  V~g- H e G/H},  y definir  D(g)  :=  r(y),  donde  g = <f)(g ). 


En  consecuencia,  el  problema  de  la  determinación  de  las  representaciones  de  un 
grupo  de  Lie  conexo  G se  reduce  a hallar  todas  las  representaciones  ordinarias  de  su 
grupo  de  cubrimiento  G,  para  luego  seleccionar  de  entre  ellas  las  representaciones 
ordinarias  del  primero. 
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Capítulo  5 


ALGEBRAS  Y GRUPOS  DE  LIE 

5.1.  Introducción  a las  álgebras  de  Lie 

Consideremos  una  función  escalar  a valores  complejos  definida  sobre  la  variedad 
de  un  grupo  de  Lie  conexo  G de  dimensión  n,  F : G — > C.  Referida  a un  sistema 
local  de  coordenadas  establecido  alrededor  de  un  elemento  genérico  b E G (en  el 
cual  b tiene  asignadas  coordenadas  (/31, ...,  /?")),  se  tiene  que 

F(b)  = f ,n,  (5.1.1) 


que  supondremos  diferenciable. 

Por  multiplicación  a izquierda  por  a E G,  el  elemento  a-1  • b es  aplicado  en  el 
elemento  b.  Podemos  entonces  definir  una  función  trasladada  por  a según 

(TaF)  (b)  :=  Fia-1  • 6),  (5.1.2) 


donde  Ta  es  definido  como  un  operador  lineal  sobre  el  espacio  lineal  de  las  funciones 
sobre  G.  El  conjunto  de  operadores  {Ta,  a E G}  constituye  una  representación  lineal 
del  grupo  G.  En  efecto, 


(TaTbF)  ( c)  = Ta(F(b~1.c )) 
y,  llamando  H(c)  = F(6_1  • c), 

(TaH)  (c)  = H{á~l  • c)  = F(b~l  ■ a"1  • c)  = 

= F((a-b)-1-c)  = (Ta.bF)  (c), 
cualesquiera  que  sean  a,b  E G,  y VF(c).  Por  lo  tanto, 


(5.1.3) 


(5.1.4) 


TaTb  — Fq-6)  ^a,  b E G. 


(5.1.5) 


Supongamos  ahora  que  el  elemento  a está  en  un  entorno  del  elemento  identidad, 
e,  y que  respecto  de  un  sistema  local  de  coordenadas  tenemos  la  asignación 

a ->•  (a1,...^"), 
e — » (0, ...,  0), 
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de  modo  que  al  elemento  c = a 1 • 6,  contenido  en  un  entorno  de  6,  le  correspondan 
las  coordenadas  c — >•  (71,  ...,7"),  dadas  por 

y = ^(á,/3),  (5.1.7) 

donde  las  coordenadas  corresponden  al  elemento  a-1. 

En  el  sistema  local  de  coordenadas  establecido  alrededor  de  e tenemos 

^(a,a)  =£**  = 0,  Va.  (5.1.8) 

Como  se  trata  de  un  grupo  de  Lie,  esa  función  puede  ser  desarrollada  en  serie  de 
potencias  de  sus  argumentos,  y teniendo  en  cuenta  que  e • a = a = a ■ e para  todo  a, 
se  ve  fácilmente  que1 

a»  = - a » + 0(a)2,  n = 1, 2, ...,  n.  (5.1.12) 

Desarrollando  en  serie  de  potencias  el  miembro  de  la  derecha  en  (5.1.7),  y te- 
niendo en  cuenta  que  necesariamente  <^(0, /?)  = /^,  resulta 

-f  = P - <**  + °(“)2-  (5.1.13) 

Dado  que  existe  la  inversa  de  cada  elemento  en  G,  podemos  escribir  a = b ■ c~l , 
de  modo  que  la  relación  entre  (7  — /J)*1  y(/  establecida  en  la  anterior  ecuación  debe 
ser  invertible.  Esto  implica  que 

\ 06"  A.0 

Reemplazando  (5.1.13)  en  la  expresión  de  la  función  trasladada  TaF , 

TaF(b)  = Fia-1  ■ b)  = /( 7)  = 


1En  efecto,  para  aya  genéricos  en  un  entorno  de  la  identidad  podemos  escribir 


(5.1.15) 


(^(a,  a)  = A11  + B£  áv  + B'f  a"  + . . . (5.1.9) 

Tomando  a = e tenemos 

<^(0,  q)  = =►  A»  = 0,  B'f  = (5.1.10) 

Similarmente,  si  a = e =>  Btf  = . Por  lo  tanto, 


(^(ac,  a)  = a?  + a*1  + ... 


(5.1.11) 
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de  donde  surge  que  los  operadores  diferenciales  (con  coeficientes  dependientes  de  las 
coordenadas  ¡3) 


xm  = 


dáu 


d 


—i- 


(5.1.16) 


V da?  Ja=Q\ 

ofician  de  generadores  de  las  traslaciones  sobre  la  variedad  en  el  espacio  de  las 
funciones  escalares  diferenciables  definidas  sobre  el  grupo  G,  obteniendo  para  los 
operadores  de  traslación  Ta  la  realización 


Ta  = 1 — icf  + 0(a)2 . 


(5.1.17) 


Teniendo  en  cuenta  que  los  operadores  diferenciales  (— id/d /3M),  generadores  de 
las  traslaciones  a lo  largo  de  los  ejes  coordenados,  constituyen  un  conjunto  de  n 
operadores  linealmente  independientes,  y que  la  matriz  en  el  miembro  derecho  de 
(5.1.16)  es  invertible,  vemos  que  los  X ^ conforman  una  base  del  espacio  lineal  (n- 
dimensional)  de  los  operadores  diferenciales  de  primer  orden.  Este  espacio  vectorial 
es  isomorfo  al  espacio  tangente,  por  lo  que  ambos  suelen  identificarse.  En  ese  sentido 
puede  decirse  que,  para  elementos  a próximos  de  la  identidad  y al  más  bajo  orden 
en  las  coordenadas,  los  operadores  Ta  difieren  del  operador  identidad  en  (—i)  veces 
un  vector  del  espacio  tangente  a la  variedad  del  grupo2. 


Consideremos  ahora  una  representación  matricial  no  trivial  de  dimensión  r del 
grupo  G,  la  que  puede  ser  entendida  como  una  función  a valores  matriciales  definida 
sobre  la  variedad:  D(b),  Ví>  e G.  Su  trasladada  por  multiplicación  a izquierda  por  a 
es 

TaD(b)  :=  D(a~x  • b)  = D(a~1)D(b)  = (D(a))"1  D{b),  (5.1.18) 

lo  que  nos  provee  de  una  representación  matricial  para  los  operadores  de  trasla- 
ción en  términos  de  matrices  constantes  (independientes  del  punto  b sobre  la  varie- 
dad). En  efecto, 

TaTbD(c)  = TaD(b~x  ■ c)  = Ta  (. D(b))~l  D{c)  = ( D(b))~l  D{a~x  ■ c)  = 

(5.1.19) 

(- mrl  (Dia))-1  D(c)  = ( D(a  ■ b))-1  D{c)  = Ta.bD(c). 

Para  traslaciones  infinitesimales,  esto  proporciona  también  una  representación 
matricial  para  los  generadores  Xv:  por  analogía  con  (5.1.17)  escribimos 

{D(a)Yl  = 1 - + 0(a2),  (5.1.20) 

2Nótese  que,  por  multiplicación  por  un  elemento  fijo  b € G,  un  sistema  local  de  coordenadas 
en  un  entorno  de  e es  aplicado  en  un  sistema  local  en  un  entorno  de  b.  En  consecuencia,  el  espacio 
tangente  a la  variedad  en  cualquier  punto  b es  isomorfo  al  espacio  tangente  en  e. 
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o bien,  al  mismo  orden  en  a, 

D(a)  = 1 + icfX^  + 0{a2),  (5.1.21) 

donde  ahora  las  X ^ son  matrices  constantes  de  dimensión  rxr.  Es  decir,  las  matrices 
que  representan  a elementos  a próximos  de  e difieren  de  la  matriz  identidad  (al  más 
bajo  orden  en  las  coordenadas  de  a)  en  i veces  un  vector  del  espacio  lineal  generado 
por  las  matrices  Xfl)  p,  = 1, 2, ...,  n.  Este  espacio  lineal  tiene  la  misma  dimensión 
que  el  grupo  de  Lie  si  la  representación  es  localmente  fiel.  Si  la  representación  es 
irreducible,  entonces  el  conjunto  de  vectores  de  ese  espacio  no  deja  invariante  ningún 
subespacio  propio  del  espacio  de  la  representación. 


Consideremos,  como  antes,  dos  elementos  a y b en  un  entorno  de  la  identidad  e, 
con  sus  respectivas  coordenadas,  (a1, ...,  an)  y (/31, ...,  /3n).  El  elemento  c = a-b-a -1  • 
6_1  será  en  general  diferente  de  e (a  menos  que  el  grupo  sea  Abeliano)  y,  para  atl  y 
suficientemente  pequeños,  estará  contenido  en  el  mismo  entorno  de  e,  pudiendo 
ser  referido  al  mismo  sistema  local  de  coordenadas,  c — > (71,...,7n).  Tratándose 
de  un  grupo  de  Lie,  las  7^  son  funciones  analíticas  de  a"  y de  /J",  pudiendo  ser 
desarrolladas  en  serie  de  potencias: 


Y = ^(a,  P)  = A"  + aTBf  + PvB'Jt+ 

(5.1.22) 

+a"/?AC„/  + a"aA D„;  + ^D'„/  + 0(a,  /?)3. 

Pero  si  tomamos  a = e (a^  = 0),  entonces  c = e (7^  = 0)  para  todo  b (V/3). 
Similarmente,  con  b = e (/?**  = 0),  también  tenemos  c = e (7^  = 0)  para  todo  a 
(Va).  De  ello  resulta  que 


= B„M  = B'f  = = D' 


v\ 


= 0. 


(5.1.23) 


En  consecuencia,  las  coordenadas  de  c están  dadas  (al  más  bajo  orden)  por 

7"=a^AC  „J'*  + 0(a,/3)3,  (5.1.24) 

donde  las  constantes  de  estructura,  , son  características  de  la  ley  de  com- 
posición del  grupo  en  mi  entorno  de  la  identidad  (si  bien,  evidentemente,  dependen 
de  la  elección  del  sistema  local  de  coordenadas). 

Tomando  a — b,  resulta  que  c = e,  o bien  7^  = = 0.  Entonces,  para  coorde- 

nadas arbitrarias  tenemos  que  a1/aAC¡/A/i  = 0,  lo  que  significa  que  las  constantes 
de  estructura  son  antisimétricas  en  el  primer  par  de  índices, 
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Los  elementos  contenidos  en  entornos  de  la  identidad  de  dos  grupos  de  Lie  lo- 
calmente isomorfos  están  en  correspondencia  biunívoca  con  el  mismo  conjunto  de 
coordenadas  locales,  y como  localmente  tienen  la  misma  ley  de  composición,  resul- 
ta que  tienen  las  mismas  constantes  de  estructura.  Por  lo  tanto,  las  constantes  de 
estructura  son  una  característica  del  grupo  de  cubrimiento  universal  de  la  clase  a la 
que  pertenece  el  grupo  de  Lie  considerado. 

Inversamente,  se  puede  demostrar  que  dos  grupos  que  tienen  el  mismo  conjun- 
to de  constantes  de  estructura  (respecto  de  sendos  sistemas  locales  de  coordenadas 
adecuadamente  elegidos)  son  localmente  isomorfos  y,  en  consecuencia,  ambos  homo- 
morfos  a mi  mismo  grupo  de  Lie  simplemente  conexo.  En  ese  sentido,  las  constantes 
de  estructura  determinan  localmente  las  propiedades  de  todos  los  grupos  de  esa  clase 
de  equivalencia  en  un  entorno  de  su  elemento  neutro  e,  de  modo  que  ellas  deben  ser 
también  compatibles  con  las  diferentes  propiedades  globales  de  esos  grupos. 


Consideremos  nuevamente  la  representación  matricial  del  grupo.  Para  los  ele- 
mentos a y b próximos  de  e podemos  escribir 


D(a)  — 1 + A, 

D(b)  = l + B, 

donde 

A = iavXv  + 0{a2), 

B = ipxv  + 0(/32). 

Sus  inversas  son 

(D(a))~1  = l-A  + A2  + ..., 
(Dib))-1  = 1 - B + B2  + 

y,  en  consecuencia, 

D(c)  = D(a)D(b)  (D(a)y1  (D(b))-1  = 


(5.1.26) 


(5.1.27) 


(5.1.28) 


= {1  + A+B  + AB}  (1  - B + B2  + ...  - A + AB  + A2  + ...}  = (5.1.29) 


= 1 + {AB  - BA)  + ...  = 1 + C, 

donde 

c = i-fXp  + ...  = iofpc^x»  + 0(a,P)3.  (5.1.30) 
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Por  lo  tanto 

C = [A,  B]  + ...  =► 

(5.1.31) 

ioTpC^X,.  = [X„,Xx] , Va,/?, 

lo  que  implica  que  las  matrices  que  representan  a los  generadores  satisfacen  el  álgebra 
de  conmutadores 

[X„Xx]  = -iCwfXlg,  (5.1.32) 

cualquiera  que  sea  la  representación  del  grupo  considerada. 


Similarmente,  si  tomamos  el  producto  Tc  = TaTbTa-iTb~i , a partir  del  desarrollo 
(5.1.17)  se  puede  demostrar  que 


Xv(x),Xx(x) 


(5.1.33) 


(con  un  cambio  de  signo  en  el  segundo  miembro  respecto  de  (5.1.32)  - ver  (5.1.17) 
y (5.1.21)).  Cabe  señalar  que  en  esta  igualdad  aparecen  las  mismas  constantes  de 
estructura  que  en  (5.1.32),  a pesar  de  que  los  operadores  diferenciales  de  primer 

A 

orden  X ^ (x)  tienen  coeficientes  dependientes  de  las  coordenadas  x sobre  la  variedad 
( Teorema  de  Lie). 


Como  los  generadores  X^x)  constituyen  una  base  del  espacio  tangente , la  ope- 
ración de  conmutación  de  (5.1.33)  introduce  en  ese  espacio  una  operación  bilineal, 
antisimétrica  y no  asociativa  entre  vectores,  que  le  confiere  la  estructura  de  un 
álgebra  de  Lie.  El  espacio  vectorial  generado  por  las  matrices  Xf¡,  que  satisfacen  las 
reglas  de  conmutación  de  la  ec.  (5.1.32),  constituye  una  representación  matricial 
del  álgebra  de  Lie. 


Como  hemos  dicho  antes,  el  valor  numérico  de  las  constantes  de  estructura  depen- 
de de  la  elección  del  sistema  local  de  coordenadas  en  un  entorno  de  e.  A un  cambio 
en  el  sistema  de  coordenadas,  que  haga  que  las  nuevas  coordenadas  se  obtengan  de 
las  anteriores  mediante  una  transformación  hneal  homogénea, 


a — > (a')u  = A^a", 


b (/?y  = av, 


(5.1.34) 


le  corresponde  un  nuevo  conjunto  de  generadores,  X ' , con  p = 1, 2, ...,  n.  que  también 
es  una  base  del  espacio  tangente. 

Los  elementos  del  álgebra  de  Lie  pueden  ser  referidos  a distintas  bases  de  ese 
espacio  vectorial,  de  modo  que  un  mismo  vector  puede  ser  escrito  como 

(«T*¿  = a**,» 


(5.1.35) 
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lo  que  es  cierto  para  todo  a.  Pero  esto  requiere  que  los  generadores  se  transformen 
como 


x'pk  = xv. 

(5.1.36) 

De  ese  modo  tenemos,  por  una  parte, 

=¡ck'L 

(5.1.37) 

mientras  que,  empleando  (5.1.36),  resulta 


X^xv 


AA  A* 

■* *■  ¡i1  x i/ 


X'x,X'K 

iC^Xa  = iC^Af>aX'p. 


iA\K\C\:X'p 


(5.1.38) 


Como  los  generadores  X'p  son  linealmente  independientes,  se  deduce  que  las  cons- 
tantes de  estructura  se  transforman  (frente  a las  transformaciones  lineales  de  coor- 
denadas como  en  (5.1.34))  como  las  componentes  de  un  tensor  dos  veces  covariante 
y una  vez  contravariante, 


A K c'1  p — c a \ P 

A nlv  A/t  — 1V  a- 


(5.1.39) 


La  operación  introducida  en  el  álgebra  de  Lie  no  es  asociativa,  sino  que  satisface 
las  identidades  de  Jacobi3, 


X^Xu 


,Xa 


+ 


X, 


+ 


Xp,x, 


,x„ 


= 0, 


(5.1.40) 


igualdades  algebraicas  que  se  verifican  fácilmente  desarrollando  los  conmutadores 
según  su  definición4. 

Reemplazando  los  conmutadores  de  los  generadores,  y teniendo  en  cuenta  que 
éstos  son  linealmente  independientes,  se  obtienen  las  identidades  de  Bianchi5 
para  las  constantes  de  estructura, 


r °r  p 4-  c'  ar  p -u  c c c'  p — n 

'“'a/3  '"-'<77  ' '“'fhf  ^(ra  ' '->70r  u > 

las  que  entonces  no  son  todas  independientes. 


3Carl  Gustav  Jacob  Jacobi  (1804  - 1851). 

4Las  identidades  de  Jacobi, 


[Xp,  = [xp,  [*„*„]]  + [[xP,xM]  ,x„] , 


tienen  la  misma  forma  que  la  derivada  de  un  producto  de  funciones, 

d . dg(x)  df(x)  . 

— (/( x)  g{  1))  = f(x)  -2—L  + -~L  g(x), 
ax  ax  dx 


(5.1.41) 


razón  por  la  cual  la  operación  en  el  álgebra  de  Lie  también  es  la  llamada  derivada  de  Lie. 
DLuigi  Bianchi  (1856  - 1928). 
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Introducimos  ahora  un  conjunto  de  n matrices  de  dimensión  n x n,  Mm,  cuyos 
elementos  son  proporcionales  a las  constantes  de  estructura  del  grupo: 

(MX-=iCJ-  (5.1.42) 

El  conmutador  de  dos  cualesquiera  de  ellas  está  dado  por 

[M„,  M„]/  = (MX  (M,)/  - (MX  W/  = 

(5.1.43) 

-VC,/  + = c„/c„«  = -i  «V  (MX . 

donde  hemos  usado  las  identidades  de  Bianchi. 

En  consecuencia,  las  matrices  así  definidas  constituyen  una  representación  ma- 
tricial  de  los  generadores  del  álgebra  de  Lie  del  grupo,  llamada  representación 
adjunta, 

[Mli,Mv\  = -iCfa/mp.  (5.1.44) 

Evidentemente,  la  representación  adjunta  contiene  la  misma  información  sobre  la 
ley  de  composición  del  grupo  que  el  conjunto  de  sus  constantes  de  estructura6. 

Se  puede  demostrar  que  la  representación  adjunta  de  un  álgebra  de  Lie  simple 
es  fiel  e irreducible. 

6Se  define  la  forma  de  Killing  (Wilhelm  Killing  (1847  - 1923))  de  un  álgebra  de  Lie  como  la 
matriz  real  simétrica  cuyos  elementos  están  dados  por 

gfi  V = tr  (Mm  M„}  = - Cj  Cvp  = guli.  (5.1.45) 

Se  puede  demostrar  que  un  álgebra  de  Lie  es  semi-simple  (es  decir,  que  corresponde  a un  grupo 
de  Lie  que  no  contiene  subgrupos  de  Lie  invariantes  que  sean  Abelianos  - ver  Sección  5.8)  si  y sólo 
si  su  forma  de  Killing  es  regular  (es  decir,  si  det  g ^ 0).  En  esas  condiciones,  su  inversa  existe  y 
satisface  gliagai'  = . 

Por  otra  parte,  un  grupo  de  Lie  semi-simple  es  compacto  si  y sólo  si  la  forma  de  Killing  de 
su  álgebra  es  positiva  definida  (con  nuestra  definición,  que  difiere  en  un  signo  de  la  definición 
habitual) . 

Las  nuevas  constantes  definidas  por 

CfivX  :=  <V  = — Qpa  ^xp*  (5.1.46) 

son  totalmente  antisimétricas  en  sus  tres  índices.  En  efecto,  empleando  las  identidades  de  Bianchi 
resulta  que 

CW  = {C^  cpif  + CaP  <V  } Cxpa  = i tr  {M„  Mv  Mx  - MXMU},  (5.1.47) 

donde  el  miembro  de  la  derecha  es  antisimétrico  debido  a las  propiedades  de  invarianza  cíclica  la 
traza. 

En  particular,  la  forma  de  Killing  de  un  grupo  de  Lie  semi-simple  compacto  puede  ser  dia- 
gonalizada  mediante  una  transformación  lineal  de  generadores  (o,  lo  que  es  lo  mismo,  un  cambio 
lineal  de  coordenadas),  de  modo  que  gpu  — > 8pv,  lo  que  lleva  a las  constantes  de  estructura  a una 
forma  en  que  resultan  completamente  antisimétricas. 
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Consideremos  ahora  una  representación  matricial  del  álgebra  de  Lie  de  G,  en 
la  cual  los  generadores  estén  representados  por  matrices  X ^ que  satisfacen  (5.1.32). 
Las  matrices  correspondientes  a elementos  a próximos  de  e serán  de  la  forma 

D(a(a))  = l+iafXlt  + 0(a 2),  (5.1.50) 

donde  las  a ^ son  las  coordenadas  de  a correspondientes  a esa  elección  de  una  base 
para  el  álgebra  de  Lie. 

Consideremos,  en  particular,  los  elementos  correspondientes  a matrices  de  la 
forma 

1+¡Tq *Xi1  + 0(X),  (5,1.51) 

donde  los  cC  son  parámetros  finitos  dados,  r toma  valores  continuos  y N ^>  \.  Estos 
elementos  pueden  ser  multiplicados  por  sí  mismos  N veces  para  alcanzar  otros  que 
(para  N grande)  estarán  alejados  de  e y representados  por  matrices 

(í+iTo^+oí^yc 

(5.1.52) 

T 

nL  eÑ'  “ (1  + 0(¿))  = e4™"*»  (1  + 0(i))  . 

En  el  límite  N — > oo  obtenemos  la  matriz 

D(a(ra))  :=  (5.1.53) 


relación  que  puede  ser  entendida  como  la  asignación  de  los  n parámetros  raM  al 
elemento  que  denotamos  por  a(ra)  E G. 

Como  el  parámetro  r es  arbitrario,  vemos  que  cada  recta  que  pasa  por  el  origen 
en  el  álgebra  de  Lie  (espacio  tangente  a la  variedad  en  e)  es  aplicada  en  elementos 
de  G que  satisfacen 


D(a(Tia))D(a(T2a))  = e*TiQ:#i^  ¿.TioPXp  = 

ei{ri  +t2)q  X p _ £)(a(r2Q;))£)(a(7-lQ;)). 


(5.1.54) 


Hendrik  Casimir  (1909  - 2000)  ha  demostrado  que  toda  álgebra  de  Lie  semi-simple  posee  un 
invariante  cuadrático  definido  por 


K = ^XtlXv, 


(5.1.48) 


donde  g^v  es  la  inversa  de  la  forma  de  Killing.  En  efecto,  a partir  de  (5.1.33)  resulta  inmediato 
mostrar  que  K conmuta  con  los  generadores, 


[K,Xx]  =g^ 

X^Xx]  Xv  + g^X^ 

X„,Xx 

= i 9 

(xpXv+XvXp 

= 0, 

(5.1.49) 


como  consecuencia  de  la  antisimetría  de  las  constantes  C^xa- 
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Y como  eso  vale  para  toda  representación  matricial  de  G (incluso  para  las  represen- 
taciones fieles),  los  elementos  que  hemos  identificado  como  a(ra)  (con  fijo  y para 
todo  r)  pertenecen  a un  subgrupo  Abeliano  unidimensional  de  G. 

Puede  demostrarse  que  todo  elemento  de  un  grupo  de  Lie  conexo  compacto  G 
pertenece  a un  subgrupo  Abeliano  unidimensional  de  G.  Por  lo  tanto,  la  matriz  que  lo 
representa  en  una  dada  representación  matricial  del  grupo  siempre  se  puede  obtener 
por  exponenciación  de  un  elemento  (de  la  representación  matricial)  del  álgebra  de 
Lie. 

En  particular,  por  exponenciación  de  vectores  en  la  representación  adjunta  del 
álgebra  de  Lie  obtenemos  las  matrices  de  la  representación  adjunta  del  grupo 
G considerado, 

DAdj{a{TOLl , ...,Tan ))  = e¿r  (5.1.55) 

que,  si  bien  localmente  fiel,  no  es  en  general  una  representación  fiel  de  G. 

Nótese  que  para  cada  subgrupo  de  Lie  unidimensional  compacto  la  curva  descrita 
sobre  la  variedad  de  G por  los  elementos  de  la  forma  a{ro¿)  debe  ser  necesariamente 
cerrada.  Dicho  de  otro  modo,  las  matrices  D(a(ra))  deben  ser  funciones  periódicas 
de  t para  toda  representación  del  grupo  G.  Las  representaciones  fieles  de  G permiten 
determinar  el  rango  de  valores  que  toma  el  parámetro  r,  mientras  que  para  las  que 
no  lo  son,  en  general,  las  matrices  D(a(ra))  se  repetirán  sobre  ese  rango. 

En  el  caso  de  grupos  de  Lie  conexos  no  compactos,  existen  elementos  que  no 
yacen  sobre  ningún  subgrupo  Abeliano  unidimensional,  como  lo  muestra  el  siguiente 
ejemplo. 


Ejemplo  5.1.  Consideremos  el  grupo  conexo  SL( 2,  M).  Sus  elementos  son  ma- 
trices reales  de  determinante  det  M = 1.  Podemos  parametrizarlas  de  la  forma 

M=(A  + D B + C),  A,B,C,DeR,  (5.1.56) 

\C - B A- D ) V 

de  modo  que 

det  M=(A2-  D2)  - ( C 2 - B2)  = (A2  + B2)  ~(C2  + D2)  = 1 . (5.1.57) 


Por  lo  tanto,  sin  pérdida  de  generalidad  podemos  escribir 

A = cosh  a eos  f3 , B = cosh  o;  sin  ¡3 , 
C = sinh  o:  sin  7 , D = sinh  o:  eos  7 , 


(5.1.58) 


con  a E M y /3,7  € [0,  2tt),  de  donde  resulta  que  se  trata  de  un  grupo  de  Lie  de 
dimensión  3. 
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Como  estas  matrices  no  son  periódicas  en  el  parámetro  a,  este  grupo  es  no 
compacto.  Además,  como  (A2  + B2)  = cosh  o2  > 1,  se  ve  que  es  múltiplemente 
conexo,  con  Ilr  (SL(2,  R))  « Z.  Por  otra  parte,  la  traza  de  estas  matrices, 

trM  = 2A  = 2 cosh  a eos  /3  (5.1.59) 


puede  tomar  todos  los  valores  reales. 

En  particular,  este  grupo  contiene  elementos  de  la  forma 


M(r) 


que  corresponden  a tomar 


0 


0 


tanh  q 


1 


1 | , r e M\  {0}  , 

r 

P = 0,  7 = 0. 


(5.1.60) 


(5.1.61) 

r¿  + 1 

Mostraremos  que  estas  matrices,  con  r > 2,  no  pueden  ser  escritas  como  M = eA, 
con  A real  y de  traza  nula7.  Por  lo  tanto,  esos  elementos  no  yacen  sobre  ningún 
subgrupo  Abeliano  unidimensional  de  SL( 2,  M). 

En  efecto,  si  M 6 AL (2,  IR)  se  puede  escribir  como  M = eA,  la  condición  det  M = 
1 implica  que  tr«4  = 0.  Por  lo  tanto 

a b 
c — a 


A = 


(5.1.66) 


su  determinante  es 


det  A = — (a2  + be)  , 


(5.1.67) 


7Si  M es  una  matriz  (regular)  de  un  grupo  de  matrices  conexo,  es  posible  trazar  una  curva 
continua  sobre  la  variedad  del  grupo,  M(t)  (que  supondremos  diferenciable),  tal  que  M(0)  = 1 y 
Aí(  1)  = M.  Podemos  escribir 

M(t  + St)  = M(t)  + 6M(t)  = M(t)  (1  + M~\t)6M(t))  , 

y para  su  determinante 

det  M(t  + St)  = det  M (í)  det  (l  + (t))  = 


(5.1.62) 


detM(i)(l  + tr  [M-ip^Mp)]  + ...  ), 
a menos  de  términos  de  orden  superior  en  8M(t).  Pero  entonces, 


— ln  det  M(t)  = tr 
dt 


M~\t) 


dM(t) 

dt 


= — trlnM(t). 
dt 


(5.1.63) 


(5.1.64) 


Y como  lndet  M(0)  = 0 = tr  ln  M (0),  resulta  que 


ln  det  M = tr  ln  M. 


(5.1.65) 
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y su  cuadrado  es 

A2  = (- det  A)  12-  (5.1.68) 

De  esto  se  deduce  fácilmente  que 

M = eA  = cosh(v^-det^)  12  + sinh(  ^~  detAl  A (5.1.69) 

V — det  A 

de  modo  que  su  traza 

tr M = 2 cosh(\/—  det  A).  (5.1.70) 

Como  A es  una  matriz  real,  det  A € K,  y en  cualquier  caso  tr M > —2. 

Pero,  como  hemos  señalado  antes,  existen  en  SL(2,W)  matrices  M(r),  como  en 
(5.1.60)  con  r > 2,  cuyas  trazas  son 

trM(r)  = — r — 1/r  < —2  (5.1.71) 

y que,  por  lo  tanto,  no  son  de  la  forma  eA. 

No  obstante,  M(r)  puede  ser  escrita  como8 

M(r)  = — ljr  ° |=ei'^elnW,'>,  (5.1.73) 

Vo  Vr  / 

donde  ambos  factores  en  el  miembro  de  la  derecha  son  elementos  del  grupo  SL( 2,  M), 
puesto  que  son  exponenciales  de  matrices  reales  y de  traza  nula.  

El  anterior  resultado  refleja  el  hecho  de  validez  general  de  que  todo  elemento  de 
un  grupo  de  Lie  conexo  no  compacto  puede  ser  representado  como  el  producto  de 
un  número  finito  (y  pequeño)  de  elementos  que  yacen  sobre  subgrupos  Abelianos 
unidimensionales.  En  consecuencia,  las  matrices  de  una  dada  representación  del 
grupo  pueden  ser  obtenidas  como  producto  de  un  número  finito  de  exponenciales  de 
elementos  en  la  correspondiente  representación  del  álgebra  de  Lie  del  grupo. 

En  consecuencia,  el  conocimiento  de  una  representación  matricial  del  álgebra  de 
Lie  de  un  grupo  de  Lie  conexo  permite  reconstruir  (mediante  la  aplicación  exponen- 
cial) la  correspondiente  representación  matricial  del  grupo. 

Ejemplo  5.2.  El  grupo  de  Heisenberg9  real. 

8Esta  matriz  también  puede  ser  escrita  como  una  única  exponencial  de  la  forma 

M(r)  = e¿7rfr3eln(r)<73  =e¿7ra3  + hl(T')<73,  (5.1.72) 

pero  en  este  caso  el  exponente  no  es  una  matriz  real  y,  por  lo  tanto,  no  es  el  producto  de  i por  un 
elemento  del  álgebra  de  Lie  de  SX(2,  M). 

9Werner  Karl  Heisenberg  (1901  - 1976). 
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Consideremos  el  conjunto  H de  matrices  regulares  de  la  forma 

lab 

M(a , 6,  c)  :=  | 0 1 c 

0 0 1 


(5.1.74) 


donde  a,  fe,  c E M.  Resulta  inmediato  verificar  que  detM  = 1,  que  la  inversa  de 
M(a,  b,  c ) está  dada  por 


1 —a  —b  + ac 

M(a,  b,  c)-1  :=  | 0 1 — c 

0 0 1 

y que  ese  conjunto  es  cerrado  frente  a la  multiplicación  de  matrices, 

1 a + a'  b + b'  + ac1 
M(a,  b,  c)M(a',  fe',  c')  = I 0 1 


(5.1.75) 


0 0 


c + d 

1 


(5.1.76) 


operación  que  en  ese  conjunto  resulta  no  conmutativa. 

Por  lo  tanto,  H constituye  un  grupo  de  Lie  no  Abeliano  no  compacto  de  dimen- 
sión 3 con  la  topología  de  IR3. 

A partir  de  la  ec.  (5.1.76)  se  ve  que  el  centro  de  ií,  C(H),  está  formado  por  las 
matrices  de  la  forma 

/ 1 0 b 


M(0,  fe,  0)  = 


(5.1.77) 


0 1 0 
\ 0 0 1 

con  fe  E M,  lo  que  corresponde  a un  subgrupo  de  Lie  Abeliano  unidimensional  inva- 
riante. En  consecuencia,  el  grupo  de  Heisenberg  no  es  semi-simple. 

El  grupo  cociente  H/C(H)  tiene  por  elementos  a los  cosets  M(a,  fe,  c)  C(H ),  con- 
juntos formados  por  los  elementos  de  la  forma 

/ 1 a fe  + fe'  \ 

M(a,fe,c)M(0,fe',0)  = 0 1 c ],  Vfe'eM.  (5.1.78) 

V 0 0 1 / 

La  operación  entre  cosets  está  definida  por 

(M(a,  fe,  c)  C{H ))  • ( M(a ',  fe',  c')  C{H ))  :=  (M(a,  fe,  c)M(a',  fe',  c'))  C(H ) . (5.1.79) 

El  hecho  de  que 

0 0 ad  — a'c 

[M (a,  fe,  c) , M (a',  fe',  c')]  = | 0 0 0 

0 0 0 


(5.1.80) 
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muestra  que  M(a,  fe,  c)M(a ',  b ',  d)  y M(a' , fe',  d)M{a,  b,  c)  pertenecen  al  mismo  coset, 
de  modo  que  el  grupo  cociente  H/C(H ) es  Abeliano. 

Para  determinar  el  álgebra  de  Lie  de  este  grupo  debemos  considerar  matrices 
próximas  de  la  identidad,  M = 13  + iA,  donde 

( 0 a P \ 

A = -i  0 0 7 . (5.1.81) 

^ 0 0 0 / 

Esa  matriz  pertenece  a un  espacio  lineal  de  dimensión  3,  cuyos  generadores  pueden 
ser  elegidos  como 


Xj  = -i 

/ 0 1 0 \ 

0 0 0 

•<s> 

1 

II 

/ 0 0 0 ^ 
0 0 1 

, *3  = -• 

/ 0 0 1 \ 

0 0 0 

^ 0 0 0 ) 

0 

0 

0 

>0^ 

0 

0 

0 

Los  conmutadores  entre  estas  matrices  están  dados  por 

[X,,  X2]  = -iX3 . [X,.X,]  = O , [X2,  X3]  = O , (5.1.83) 

de  donde  resulta  que  X3  es  un  elemento  central  del  álgebra  de  Lie10. 

Teniendo  en  cuenta  que 

(0  0 0:7  ^ 

0 0 0 , A3  = 0,  (5.1.85) 

0 0 0 / 

vemos  que  la  serie  que  define  la  aplicación  exponencial  se  reduce  en  este  caso  a sólo 
tres  términos, 


exp  {i  (aXi  + 7X2  + fiX3)}  = 13  + 


/ 0 

c* 

U| 

(° 

0 

Q7 

\ 

0 

0 

7 

0 

0 

0 

\0 

0 

0 J 

1 2 

^0 

0 

0 

/ 

(5.1.86) 


Comparando  con  la  ec.  (5.1.74),  vemos  que  la  aplicación  exponencial  establece 
una  relación  biunívoca  entre  elementos  del  álgebra  de  Lie  y las  matrices  del  grupo, 


M(a , fe,  c)  = exp  {i  (aXi  + 7X2  + /?X3)}  , (5.1.87) 

10Compárese  este  resultado  con  el  álgebra  de  conmutadores  entre  la  coordenada  y el  impulso 
conjugado  de  la  Mecánica  Cuántica, 

\P,Q]=-iI.  (5.1.84) 

La  asociación  P X\ , Q X2,  I -O  X3  es  lo  que  justifica  el  nombre  de  este  grupo.  No  obstante, 
téngase  en  cuenta  que  X3  no  es  la  matriz  identidad.  De  hecho,  el  álgebra  (5.1.84)  no  admite 
representaciones  matriciales.  En  efecto,  si  E fuera  el  espacio  de  una  representación  de  dimensión 
finita,  tomando  la  traza  de  ambos  miembros  de  (5.1.84)  se  obtiene  tr  (PQ)  — tr  (QP)  = 0 = idimE. 
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con  a = a,  c = ')yb  = /3  + 

Evidentemente,  X3  es  el  generador  del  centro  C(H)  (ver  ec.  (5.1.77)). 

La  propiedad  (5.1.85)  hace  que  en  este  caso  la  fórmula  de  Baker-Campbell- 
Hausdorff11  también  se  reduzca  a un  número  finito  de  términos,  pudiéndose  de- 
mostrar de  inmediato  que  para  dos  matrices  A y B en  el  álgebra  de  Lie  se  tiene 
que 

eiA  eiB  = ei(A+B)-\[A,B)  . (5.1.88) 


A partir  de  las  relaciones  (5.1.83)  podemos  obtener  la  representación  adjunta  del 
álgebra, 


M: 


Mo 


M3 


, (5.1.89) 


que  evidentemente  no  es  fiel  (el  grupo  no  es  semisimple)  y corresponde  a una  acción 
trivial  de  los  elementos  del  centro  C(H)  (todos  ellos  asociados  a la  matriz  identidad). 

Dado  un  número  real  positivo  h1  puede  construirse  una  representación  lineal 
unitaria  mediante  los  operadores  definidos  sobre  L2(M)  como 

W[M{a,  b,  c)]f(x)  :=  e~ihbeihcxf(x  - a) . (5.1.90) 

En  efecto, 

W[M(a,  b,  c)]W[M(af,  b1 *,  d)]f(x)  :=  e-lM6+6' )elhcxethe!(x~a^ f(x  — a — a')  = 


= W[M(a  + a',b  + b'  + ac',  c + c')]f{x) , 

(5.1.91) 

mientras  que 

II  W[M(a,b,c)\f(x)  ||2  = ||  f{x)  ||2  . (5.1.92) 

Puede  demostrarse  que  para  cada  valor  de  h > 0 se  obtiene  de  esta  manera  una 
representación  irreducible  del  grupo  de  Heisenberg. 

Nótese  que  la  acción  de  los  operadores  W[M(a,  b,  c)]  consiste  en  una  traslación  de 
la  función  en  mía  cantidad  a,  luego  una  traslación  de  su  transformada  de  Fourier  en 
una  cantidad  he , para  finalmente  multiplicar  la  función  resultante  por  una  constante 
de  módulo  1. 

Las  únicas  representaciones  matriciales  unitarias  de  H son  representaciones  uni- 
dimensionales de  su  representación  adjunta,  ec.  (5.1.89),  dadas  por 

wA,B[M{a , b , c)]  u :=  ei(Aa+Bc)v , (5.1.93) 

1 'Henry  Frederick  Baker  (1866  - 1956).  John  Edward  Campbell  (1862  - 1924).  Félix  Hausdorff 

(1868  - 1942). 
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para  A,  B 6 R. 


5.2.  Algebras  de  Lie  de  los  grupos  SU( 2)  y SO( 3) 

Consideremos  la  representación  fundamental  del  grupo  SU (2).  Sus  elemento  son 
matrices  unitarias  de  determinante  igual  a 1.  Siendo  un  grupo  de  Lie  conexo  com- 
pacto, todos  sus  elementos  pueden  escribirse  como  exponenciales  de  vectores  en  el 
álgebra  de  Lie,  U = . Entonces, 

W = e~iA'  = U-'  = e~iA  =>  A<  = A , 

(5.2.1) 

ln  det  U = tr  ln  U = i tr  A = 0 . 


Por  lo  tanto,  el  álgebra  de  Lie  de  SU (2)  es  el  espacio  vectorial  de  las  matrices  de 
2x2,  autoadjuntas  y de  traza  nula.  Su  dimensión  es  3 (igual  a la  dimensión  de 

SU(  2)). 

Una  base  conveniente  para  ese  espacio  esta  compuesta  por  las  matrices  de 

Pauli, 


ai  = 


(5.2.2) 


que  satisfacen 

al  = ak,  tr  ak  = 0,  a^j  = 12  + i eijk  ak,  (5.2.3) 

donde  el  símbolo  Ujk  es  totalmente  antisimétrico,  con  ei23  = 1. 

Suele  tomarse  como  generadores  a Xk  = ak¡ 2 de  modo  que,  por  cálculo  directo, 
se  obtienen  (para  esa  elección)  las  constantes  de  estructura12, 

= ieijk^^Cijk  = -eijk.  (5.2.7) 


12Los  generadores  en  la  representación  adjunta  (ver  (5.1.42))  de  SU( 2)  son  las  matrices  de 
elementos  ( Mi)jk  =iCijk  = —Í€ijk, 


(5.2.4) 


( 0 

0 

0 ^ 

( 0 

0 

í 

0 

1 

0 

\ 

Mi  = —i 

0 

0 

1 

, M2  = -i 

0 

0 

0 

, M3  = -i 

-1 

0 

0 

1° 

-1 

0 ) 

l1 

0 

0 j 

\ 

0 

0 

0 

/ 

las  que  también  satisfacen 

[Mi,  Mj ] i Cijk  Mk. 

Por  otra  parte,  para  esta  elección  de  generadores  la  forma  de  Killing  se  reduce  a 

Qij  = ^ ikl  * jlk  = 2 Síj . 


(5.2.5) 


(5.2.6) 


Como  gij  es  positiva  definida  (y,  por  lo  tanto,  regular),  SU (2)  es  semi-simple  (en  rigor,  simple)  y 
compacto. 
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Cada  elemento  en  el  álgebra  de  Lie  (combinación  lineal  de  las  &k/2)  genera  un 
subgrupo  Abeliano  unidimensional.  Tomemos  un  vector  n € M3,  tal  que  nln1  = 1,  y 
llamemos  a = nla¡.  Su  cuadrado  es 


1 


1 


<r2  = nln]  <Jí<J j = - nln J {<tÍ7  ctj } = - nlnJ  25^  12  = ( n )2  12  = 12 


(5.2.8) 


2 L JJ  2 

Entonces,  empleando  el  desarrollo  en  serie  de  la  exponencial,  resulta  de  inmediato 
que  las  matrices  en  el  subgrupo  Abeliano  generado  por  a son  de  la  forma 

<7 


U{6ñ) 


Je2 


eos 


12  + i sin 


a. 


(5.2.9) 


Estas  son  funciones  periódicas  de  la  variable  9.  de  período  47T,  para  todo  ñ (es  decir, 
para  toda  recta  que  pasa  por  el  origen  del  álgebra  de  Lie),  lo  que  refleja  el  hecho  de 
que  SU (2)  es  compacto.  En  particular, 


U (47 r n) 


i Atx  — 
e 2 


eos 


(?) 


17(0  n), 


(5.2.10) 


para  todo  n. 

En  esas  condiciones,  podemos  describir  la  variedad  (simplemente  conexa)  del 
grupo  SU (2)  como  los  puntos  de  una  esfera  de  radio  27T  en  M3,  con  todo  su  borde 
identificado  con  el  elemento  — 12.  En  efecto, 


í2tt  — / 27 r\ 

U (2n  ñ)  = e 2 =Cosí— j 12  = -12, 


(5.2.11) 


para  todo  h.  En  esta  variedad,  los  subgrupos  Abelianos  unidimensionales  correspon- 
den a diámetros  de  la  esfera  (que  son  líneas  cerradas,  ya  que  conectan  dos  puntos 
sobre  el  borde  de  la  variedad). 


El  grupo  SU ( 2)/Z2 , homomorfo  a SU (2),  tiene  por  elementos  a los  cosets  U Z2  = 
{+17,  —17},  con  U E 517(2).  Dado  que 

—U(9ñ)  = U{ 27r(-ñ))  U[9h)  = U ((2tt  - 9){-ñ)) , (5.2.12) 

vemos  que  la  variedad  del  grupo  SU( 2)/Z2  puede  ser  descrita  como  una  esfera  de 
radio  7r  en  M3,  con  los  puntos  diametralmente  opuestos  sobre  su  borde  identificados 
entre  sí.  En  efecto,  las  matrices  correspondientes  a puntos  diametralmente  opuestos 
pertenecen  al  mismo  coset, 


U(nñ)  = U(2nh)  U(tv  (— n))  = — U(n  (— ñ)),  (5.2.13) 

y consecuentemente  corresponden  al  mismo  elemento  del  grupo  5Í7(2)/Z2  que,  de 
ese  modo,  resulta  doblemente  conexo. 
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Consideremos  ahora  el  grupo  50(3),  de  matrices  ortogonales  de  3 x 3 de  determi- 
nante 1.  Siendo  un  grupo  (doblemente)  conexo  compacto,  todos  sus  elemento  yacen 
sobre  algún  subgrupo  Abeliano  unidimensional,  y pueden  ser  representados  como 
la  exponencial  de  i veces  un  vector  del  álgebra  de  Lie  de  este  grupo.  Si  R = eA, 
entonces 


R*  = eA*  = R -1  = e~A  =>  A1  = -A 


ln  det  R = tr  ln  R = tr  A = 0. 


(5.2.14) 


Es  decir,  el  ágebra  de  Lie  de  50(3)  es  el  espacio  vectorial  de  las  matrices  reales 
antisimétricas  (y,  en  consecuencia,  de  traza  nula)  multiplicadas  por  — i.  Se  trata  de 
un  espacio  de  dimensión  3 (igual  al  número  de  parámetros  independientes  del  grupo 
50(3)),  en  el  que  podemos  adoptar  como  base  el  conjunto  de  matrices 


( 0 0 o\ 

o 

0 

1 

i—* 

f 0 1 0\ 

Ax  = -i 

0 0 1 

, X2  = -i 

0 0 0 , A3  = -i  | 

-10  0 

lo  -i  o) 

V 1 0 0 / 

^ 0 0 0 / 

(5.2.15) 


(coincidentes  con  los  generadores  de  SU (2)  en  la  representación  adjunta!,  ver  (5.2.4)) 
de  modo  que  A = iakXk. 

Las  constantes  de  estructura  de  50(3)  correspondientes  a esta  elección  de  gene- 
radores se  obtienen  fácilmente  por  cálculo  directo  de  los  conmutadores 

[Xi,  Xj]  = i eijk  Xk , (5.2.16) 

de  modo  que  también  para  este  grupo  resulta  que 

V tvk-  (5-2.17) 

Estas  constantes  de  estructura  son  idénticas  a las  antes  obtenidas  para  SU (2),  de 
modo  que  estos  dos  grupos  son  localmente  isomorfos  (en  un  entorno  de  la  identidad). 
Entonces  SU (2),  simplemente  conexo,  es  el  grupo  de  cubrimiento  universal  de  la  clase 
de  grupos  localmente  isomorfos  a la  que  pertenece  50(3). 

Cada  subgrupo  Abeliano  unidimensional  de  50(3)  contiene  las  matrices  de  la 
forma  R(6ñ)  = , donde  X = nkXk,  con  n un  vector  unitario  en  M3.  Por 
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ejemplo,  para  nk  = 6k3,  es  fácil  verificar  que13 

/ 1 0 0 


(*s)2  = 


0 1 0 | , (X3)3  = X3. 

V o o o 


(5.2.22) 


Entonces, 


R{9  e3)  = e*  9X3  = l3  + i sin (6)  X3  + (cos(0)  - 1)  (X3)2. 


(5.2.23) 


En  particular,  R(2nñ3)  = 13  = R( 0n3). 

La  matriz  R[9n3)  es  una  función  periódica  de  6 de  período  27t,  y lo  mismo  se 
verifica  para  R(Qh)  cualquiera  que  sea  el  vector  unitario  n e IR3.  De  ese  modo,  la 
variedad  del  grupo  50(3)  puede  ser  descrita  como  una  esfera  de  radio  tt  en  IR3,  con 
los  puntos  diametralmente  opuestos  sobre  su  borde  identificados  entre  sí.  En  efecto, 

R( nñ)  = R(2n  ñ)R(TT  (— ñ))  = R( 7r(— n)),  (5.2.24) 

siendo  50(3)  doblemente  conexo. 

En  resumen,  50(3)  es  localmente  isomorfo  a SU( 2);  pero  mientras  que  éste  es 
simplemente  conexo,  el  primer  grupo  de  homotopía  de  aquél  es 

flj  (50(3))  ss  Z2  tts  nx  (SU( 2)/Z2) . (5.2.25) 


Dado  que  el  centro  de  SU (2)  es  isomorfo  a Z2,  50(3)  sólo  puede  ser  globalmente 
isomorfo  a SU( 2)/Z2. 

En  consecuencia,  50(3)  es  homomorfo  a SU (2)  por  un  homomorfismo  de  núcleo 
{I2,  -I2}  Z2.  Las  representaciones  de  SU (2)  serán,  en  general,  representaciones 

proyectivas  (bivaluadas)  de  50(3).  Sólo  aquellas  para  las  cuales 


D(-U)  = D(U)y U e SU (2)  =>  D(- 12)  = lr  = D(l2) 


13Para  una  dirección  general, 

/o  n3  — n2  \ 


nkXk  = -i 

y teniendo  en  cuenta  que 
vemos  que,  para  l > O, 


— n3  O ni 
y n2  -ni  O J 


(nkXk)  = 13  — ñ(8)ñ, 


(nkXk)  ñ = O 


(nfcXfc)°  = la  , (nkXk)2l+1  = ( nkXk ) , ( nkXkfl+ 2 = {nkXk)2  . 

En  consecuencia, 

R(6ñ)  =eien*X*  = 13  + ismO  (nkXk)  + (eos 6 — 1)  (nkXk)2  ■ 


(5.2.26) 


(5.2.18) 


(5.2.19) 


(5.2.20) 


(5.2.21) 


110 


5.  ALGEBRAS  Y GRUPOS  DE  LIE 


son  representaciones  ordinarias  de  SO  (3). 

5.3.  Algebras  de  Lie  de  otros  grupos  de  matrices 

Las  representación  fundamental  de  cada  uno  de  los  grupos  de  matrices  que  hemos 
definido  ofrece  una  representación  matricial  fiel  para  el  álgebra  de  Lie  de  esos  grupos, 
a partir  de  la  cual  es  posible  deducir  la  operación  entre  vectores  del  álgebra  de 
manera  similar  a como  fue  hecho  antes  para  SU (2)  y SO(3).  Para  ello,  representamos 
elementos  del  grupo  como  M = e2^  y establecemos,  en  cada  caso,  las  condiciones 
que  debe  satisfacer  la  matriz  A. 

Por  ejemplo,  para  GL(n,M),  grupo  lineal  de  matrices  (regulares)  reales  de  nxn, 
A toma  valores  en  el  espacio  lineal  de  las  matrices  reales  de  n x n.  Una  base  de  ese 
espacio  vectorial  está  dada  por  las  matrices  cuyos  elementos  son  todos  nulos  salvo 
uno,  tomado  igual  a 1: 


Eki  :=  | k)  (¿|  = ék  (ét,  •)  =>  (Eki)rs  = 5krSis,  (5.3.1) 

donde  los  ék,  k = 1,2, ...,  n forman  una  base  ortonormal  de  Rn,  (k\l)  = (ék,  é¡)  = ók¡. 

Existen  n 2 de  tales  matrices,  que  pueden  ser  tomadas  como  generadores.  De  ese 
modo,  el  álgebra  de  Lie  de  GL(n,  R)  (y,  por  lo  tanto,  también  el  grupo  GL(n , R)) 
es  de  dimensión  n2 . 

Para  determinar  las  constantes  de  estructura  asociadas  con  esta  elección  de  ge- 
neradores hay  que  calcular  sus  conmutadores.  Teniendo  en  cuenta  que 

EkiErs  = |fc)  ( l\r ) (s|  = óír  |fc)  (s| , (5.3.2) 

resulta  de  inmediato 

[ Eld , Ers]  = 5lrEks  - 5skErl.  (5.3.3) 

Para  obtener  matrices  de  GL(n,C)  sería  necesario  considerar  combinaciones  li- 
neales complejas  de  los  Ek¡.  Pero  como  debemos  describir  a los  grupos  de  Lie  en 
términos  de  parámentros  reales,  más  bien  debemos  duplicar  el  número  de  generado- 
res introduciendo  nuevas  matrices,  definidas  como  E'kl  = iEk¡,  en  lo  que  se  conoce 
como  la  complexificación  del  álgebra  de  Lie  de  GL(n,  R).  En  consecuencia,  el 
grupo  GL(n , C)  tiene  dimensión  2 n2. 

Para  obtener  el  resto  de  las  constantes  de  estructura,  se  deben  calcular  los  con- 
mutadores 

[Eki,  E'rs\  = +SlrE>ks  - SskE'rl, 


[Ekl,  E’rs]  = —SirEks  + 5skEri. 


(5.3.4) 
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Si  se  trata  del  grupo  SL(n,  IR),  subgrupo  unimodular  de  GL(n,  M),  sus  ele- 
mentos son  matrices  reales  de  determinante  1.  Entonces,  si  M = e^,  IndetM  = 0 
implica  que  A tiene  traza  nula,  tr A = 0. 

Los  generadores  de  este  grupo  son  combinaciones  lineales  de  los  generadores  de 
GL(n,  IR)  con  traza  nula.  Para  k ^ tr E¡a  = 0,  pero  tr Ekk  = 1.  Entonces  se  pueden 
mantener  los  primeros,  pero  es  necesario  tomar  combinaciones  de  los  generadores 
diagonales  que  tengan  traza  nula.  Por  ejemplo,  se  puede  tomar  como  base  del  álgebra 
de  Lie  de  SL(n,W)  al  conjunto  de  generadores 


Ekh  k 7^  l , 

{Ekk  Enn) , k = 1,2, n 1, 


(5.3.5) 


lo  que  corresponde  a una  dimensión  dim  SL(n,  IR)  = n2  — 1.  Similarmente, 
dim  SX(n,  C)  = 2 (n2  — 1). 

Para  los  grupos  unitarios,  con  U = e?^,  la  condición  W = U~l  implica  A*  = A. 
Es  decir,  el  álgebra  de  Lie  de  U ( n ) es  el  espacio  vectorial  de  las  matrices  autoadjuntas 
de  n x n.  Sus  generadores  son  combinaciones  lineales  autoadjuntas  de  las  matrices 
Ek¡.  Teniendo  en  cuenta  que  E¡1¡  = (|/c)  (l\)^  = |Z)  (k\  = E¡k , vemos  que  una  elección 
posible  es 

Mki  = Eu  + Eik,  k>l, 


(5.3.6) 


Nki  = i ( Eki  — Eik) , k > l, 

de  donde  resulta  que  dim  U(n)  = (n  + n(n  — l)/2)  + n(n  — l)/2  = n2.  Las  corres- 
pondientes constantes  de  estructura  se  calculan  fácilmente  a partir  de  (5.3.3) 14. 

Para  el  grupo  SU  ( n ) se  debe  imponer  además  la  condición  de  que  los  genera- 
dores tengan  traza  nula,  lo  que  requiere  tomar,  por  ejemplo,  las  combinaciones  de 


l lPor  ejemplo,  para  el  grupo  U (2)  tenemos 


Aín  = <7o  + 03,  M22  = 0o  — 03, 

(5.3.7) 

AÍ21  = O'l,  ^21  = <72, 

donde  00  = 1.2-  Pero  también  podemos  tomar  como  base  del  álgebra  de  Lie  de  U (2)  directamente 
a 0q,  01, 02,  03,  cuyos  conmutadores  son 


[0*1,  0J ] — 2 i ( ij k 0fc, 


[0i,0O]  = 0,  i = 1,2,3. 


(5.3.8) 


Esta  álgebra  se  separa  en  dos  subálgebras  que  conmutan  entre  sí,  lo  que  refleja  el  hecho  de  que 
U( 2)  = [/(l)  0 SU (2),  de  modo  que  el  grupo  no  es  semi-simple  y su  forma  de  Killing  es  singular: 
= tr{Mo  = tr{0  M¡A  = 0,  para  g = 0, 1, 2, 3. 
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los  generadores  diagonales  Mkk  — Mnn,  con  k = 1,2,  ...,n  — 1.  De  ello  resulta  que 
dim  U ( n ) = n2  — 1. 

Para  los  grupos  ortogonales,  si  R = e^,  la  condición  Rl  = R~l  implica  A*  = — A , 
de  donde  resulta  que  el  álgebra  de  Lie  de  SO  (n)  es  el  espacio  lineal  de  las  matrices 
reales  y antisimétricas  de  n x n,  multiplicadas  por  (—i).  Sus  generadores  pueden  ser 
tomados  como 

Nu  = i ( Eki  — Eik) , k > l,  (5.3.9) 

de  modo  que  dim  SO(n)  = n(n  — l)/2.  Las  constantes  de  estructura  se  calculan 
tomando  los  conmutadores  de  los  generadores  y empleando  (5.3.3). 


Finalmente,  para  el  grupo  Sp(2n,  R),  adoptando  la  métrica  de  Darboux 


/ 0 ln  \ n 

5=1  ] = ^ ' [Ek,k+n  ~ Ek+n,k]  , 

\ _ln  U / fc=l 

la  condición  A4lgA4  = g,  con  A4  = eA  ~ l2n  + A,  implica  que 

(5.3.10) 

gA  = ~Alg  = { gA .}* , 

(5.3.11) 

de  modo  que  gA  pertenece  al  espacio  lineal  de  las  matrices  reales 
dimensión  2 n.  Una  base  de  dicho  espacio  puede  ser  construida  como 

simétricas  de 

igXki  = Mki  = Eki  á-  E¡k,  k > l = 1,2,  - • • , 2 7i, 

(5.3.12) 

de  modo  que 

n 

Xkl  = ig  {Ekl  + Elk}  = i ^ {( Er,r+n  ~ Er+n,r)  ( Ekl  + Elk)} 

r 1 

n 

= ^ r+n,kErj  "b  ár.) -n,¡Erk  &r,kEr+n,l  <^r,Z-F'r+n,fc}  — 

r= 1 

(5.3.13) 

= i {Ek—n,l  "b  Ei—ri'k  Ek+n,l  Ei+ntk}  , k > l = 1,  2,  • ■ • , 2 TI, 

donde  Ek,i  = 0 si  k < 0 o k > 2n.  Nótese  que 

tvXkl  = i {fik—n,l  “b  fil—n,k  á fc+n,/  = 0, 

(5.3.14) 

como  corresponde  al  hecho  de  que  las  matrices  de  Sp(2n,M)  tienen  determinante  1. 
Estas  matrices  generan  un  álgebra  de  Lie  de  dimensión 

dim  sp  (2 n,  M)  = 2n  + 2n(2n  — l)/2  = 2n2  + n = n(2n  + 1),  (5.3.15) 

cuyas  constantes  de  estructura  se  evalúan  calculando  los  correspondientes  conmuta- 
dores. Por  otra  parte,  su  complexificación  corresponde  al  álgebra  de  Lie  de  Sp  (2 n,  C), 
de  dimensión  2n(2n  + 1). 
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Las  matrices  próximas  de  la  identidad  en  el  grupo  Sp(n ) :=  U (2 n)  ÍT  Sp(2n,  C), 
M.  — I271  + iA,  deben  satisfacer 


A*  = A,  {gA}‘  = gA.  (5.3.16) 

, donde  los  bloques  A,  B.  C , D son  de  n x n,  vemos 

que  la  primera  de  las  anteriores  condiciones  implica  que  A*  = A,  = D y C = B\ 
mientras  que  la  segunda  impone  que  D = —A1  y Bl  = B.  En  consecuencia, 


Si  escribimos  A 


A = 


(5.3.17) 


con  A autoadjunta  y B compleja  y simétrica.  Nótese  que  la  traza  de  esa  matriz  es 
automáticamente  nula. 

La  matriz  A puede  expresarse  como  una  combinación  lineal  real  de  los  n2  gene- 
radores de  las  formas  M^i  y Ni¡i  en  (5.3.6),  mientras  que  B debe  expresarse  como 
combinaciones  lineales  complejas  de  los  n + generadores  de  la  forma  Mki . De 

ese  modo,  el  álgebra  de  Lie  del  grupo  Sp(n)  tiene  una  dimensión 

dim  sp(n ) = n2  + 2 x H ^ = n(2n  + 1) . (5.3.18) 

Construidos  los  generadores  de  acuerdo  a esas  consideraciones,  resulta  un  ejercicio 
directo  el  cálculo  de  las  correspondientes  constantes  de  estructura. 


Ejemplo  5.3.  Consideremos  el  álgebra  de  Lie  del  grupo  SU (3).  Una  base  para  el 
espacio  de  las  matrices  de  3 x 3 autoadjuntas  y de  traza  nula,  de  dimensión  32  — 1 = 8, 
está  formada  por  las  matrices  de  Gell-Mann15  definidas  por 


/ ° 1 ° \ 

Ai  :=  £12  + ¿?2i  = I 1 0 0 

\ 0 0 0 / 


A2  — i (E12  — E2i) 


0 -i  0\ 

1 0 0 , 

0 0 0 / 


( 

1 

0 

0 > 

( 0 

0 

1\ 

A3  £n  — £22  — 

0 

-1 

0 

, A4  :=  £13  + £31  = 

0 

0 

0 

\ 

0 

0 

0 ) 

0 

0 j 

As  :=  —i  (E13  — £31) 


0 

0 -i  \ 

{ ° 

0 

°\ 

0 

0 

0 

, A6  :=  £23  + £32  = 

0 

0 

i 

0 

0 } 

lo 

1 

0/ 

1 5Murray  Gell-Mann  (1929  - ). 
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0 0 0 

A7  :=  —i  (i?23  — £32)  = | 0 0 — i 

0 i 0 


As  ^ (£11  + £22  — 2£33) 


/ 7S  0 0 N 


(5.3.19) 


0 A 0 


V 


o o 


V3 


Los  generadores  del  álgebra  suelen  definirse  como  T k = ^ , k = 1,2,..  .,8,  de 
modo  que  satisfagan  que  TV  {££_,}  = Las  correspondientes  constantes  de  es- 
tructura, que  resultan  ser  completamente  antisimétricas,  se  obtienen  calculando  los 
conmutadores 

Pi»  Tj\  = —ifijkTk  ■ (5.3.20) 

De  ellos  se  obtiene  que 


/l23  — — 1 ) /l47  — Í246  ~ /257  — /345  — — 2 ’ 


(5.3.21) 


/l56  — /367  — 9 1 — /678 


^3 


5.4.  Medida  de  integración  invariante 

Las  relaciones  de  ortogonalidad  para  grupos  de  orden  finito,  así  como  la  equi- 
valencia de  toda  representación  con  una  representación  unitaria,  se  demuestran  ha- 
ciendo uso  de  la  siguiente  propiedad  de  las  sumas  sobre  los  elementos  del  grupo: 

£>(9  • /T1)  = £ W),  ™ e (5.4.1) 

geG  g'eG 

Para  sumas  parciales,  sobre  subconjuntos  de  G , se  tiene 

¿2  W9  ■ h~l)  = J2  W).  Vft  6 G (5.4.2) 

geScG  g'eSh-icG 

De  existir  una  propiedad  similar  para  el  caso  de  los  grupos  continuos,  las  sumas 
deberían  ser  consideradas  como  integrales  sobre  la  variedad,  con  una  medida  de 
integración  que  dé  cuenta  de  la  densidad  de  elementos  del  grupo  alrededor  de  cada 
punto, 

í dfi(g)xj>(g  ■ fi-1)  = í dg(g')il){g').  (5.4.3) 

JscG  J S-h~ícG 

Pero,  cambiando  de  variable  de  integración  en  el  miembro  de  la  izquierda,  g — » g'  -h, 
también  resulta 

Í dn(g)  if){g  ■h~1)=  í dg(g'  ■ h ) t¡>(g').  (5.4.4) 

J S<zG  JS-h-'cG 
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Las  igualdades  (5.4.3)  y (5.4.4)  deberían  valer  V5  C G,  \/ h E G,  y para  toda 
función  ip(g)  definida  sobre  el  grupo,  de  modo  que  la  medida  de  integración  sobre 
la  variedad  debería  ser  invariante  por  multiplicación  a derecha, 

dp(g  ■ h ) = dp(g),  Vy,  h e G.  (5.4.5) 


Es  decir,  para  el  caso  de  grupos  continuos  se  podrán  demostrar  propiedades  simi- 
lares a las  que  valen  para  grupos  de  orden  finito  siempre  que  se  pueda  construir  una, 
medida  de  integración  invariante  por  multiplicación  a derecha  (que  satisfaga 
(5.4.5)),  tal  que  su  integral  sobre  la  variedad  del  grupo  sea  convergente. 

Esta  invarianza  de  la  medida  refleja  el  hecho  de  que  la  multiplicación  a derecha 
por  h establece  una  relación  biunívoca  (dada  la  existencia  de  h~l  6 G)  entre  los 
elementos  de  un  entorno  Ug  de  g y los  de  la  imagen  de  ese  entorno,  Ug.h. 


En  el  caso  de  grupos  de  Lie,  una  vez  establecidos  sistemas  de  coordenadas  locales 
sobre  la  variedad  del  grupo,  la  medida  de  integración  en  el  punto  g puede  ser  referida 
a sus  coordenadas 

dg-(g)  = p(/3)  d™ (3.  (5.4.6) 


Entonces,  la  densidad  de  elementos  p(/3)  debe  tener  en  cuenta  la  variación  que  sufre 
el  volumen  de  Sg  cuando  se  lo  multiplica  a derecha  por  h para  obtener  Sg.h,  y esa 
variación  puede  ser  determinada  a partir  de  la  ley  de  composición  en  el  grupo. 

En  efecto,  sea  a un  elemento  próximo  de  la  identidad,  que  tiene  asignadas  coor- 
denadas a/*  en  un  sistema  para  el  cual  las  coordenadas  de  e son  £M  = 0 , y sea  un 
segundo  elemento  b de  coordenadas  /?** . Las  coordenadas  del  producto  c = a ■ b, 
= <^(a,  (3),  son  funciones  analíticas  de  q^,  de  modo  que 


^=(t) 


of  + 0(  a)2. 


(5.4.7) 


a=0 


En  consecuencia,  la  relación  entre  un  volumen  elemental  alrededor  de  e y su  imagen 
por  multiplicación  a derecha  por  b está  dada  por 


crp  = 


det  ( 

V dav 


a=0 


cTa, 


(5.4.8) 


donde  det  r^-'j  | ^ 0 (ver  (5.1.14)). 

Entonces,  tomando  g = b y h = b~x  en  (5.4.5)  y (5.4.6),  tenemos  para  una 
medida  invariante  a derecha 


dp(b  • b x)  — dp(e)  = dp(b)  => 


p( 0)  dna  = p(/3)  cP/3  = p(/3) 


(5.4.9) 
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de  donde  resulta  que 


m 

m 


det 


(d<P(a,P)\ 

V da ? ) 

o=0 

(5.4.10) 


Esta  densidad  de  elementos,  determinada  a menos  de  una  constante  multiplicativa, 
permite  construir  una  medida  de  integración  invariante  a derecha. 

La  integral  de  esta  medida  invariante  sobre  una  región  compacta  de  la  variedad 
del  grupo  de  Lie  considerado  permite  definir  un  volumen  invariante  a derecha 
para  dicha  región.  En  particular,  el  volumen  invariante  a derecha  de  (toda)  la  varie- 
dad de  un  grupo  de  Lie  compacto  es  finito. 


En  todo  grupo  de  Lie  puede  construirse  de  manera  similar  una  medida  de  in- 
tegración invariante  por  multiplicación  a izquierda,  que  distinguimos  de  la 
anterior  introduciendo  los  subíndices  R o L según  el  caso. 

La  densidad  de  elementos  que  aparece  en  la  expresión  de  la  medida  invariante  a 
izquierda  está  dada  por 


dpL(b)  = pL(P)<Pp, 


Pl(P) 

Pl(  0) 


det 


En  ambos  casos  suele  definirse  p¿( 0)  = 1 = Pñ(0). 


(5.4.11) 


En  principio,  las  medidas  invariantes  a derecha  e izquierda  son  diferentes.  Sin 
embargo,  en  ciertos  casos  (como  el  de  los  grupos  de  Lie  compactos)  resultan  ser 
iguales. 

Si  trasladamos  un  volumen  elemental  tomado  alrededor  de  e,  primero  por  multi- 
plicación a derecha  por  b y luego  por  multiplicación  a izquierda  por  b~x,  en  general  no 
se  vuelve  a la  región  de  partida,  sino  que  su  imagen  tendrá  un  volumen  distorsionado 
por  un  factor  de  amplificación.  En  efecto, 

cRa  = dpR(e)  = dpR(e  ■ b)  = pR(/3)dnl3  = 


cTa(1), 


es  decir, 


(5.4.12) 


(5.4.13) 
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Si  sobre  el  elemento  de  volumen  resultante  se  realizan  nuevamente  las  traslacio- 
nes, a derecha  por  b ya  izquierda  por  ¿>-1,  el  volumen  resultante  aparecerá  corregido 
por  el  factor  de  amplificación  (f((3))2,  y en  general,  tras  realizar  N veces  esa  opera- 
ción, 

d"a(Ar)  = (f(P)f  cTa.  (5.4.14) 

Pero,  dada  la  asociatividad  del  producto  en  G,  ese  factor  es  también  el  que  corres- 
ponde a la  traslación  a derecha  por  bN  y a izquierda  por  b~N . 

Nótese  que  para  todo  N finito,  esa  transformación  es  inversible , siendo  su  inversa 
la  multiplicación  a derecha  por  b~N  y a izquierda  por  bN , a la  que  evidentemente 
corresponde  el  factor  de  amplificación  de  volumen  (f(f3))~N . 

Ahora  bien,  si  f(/3)  > 1 entonces  (/(/?))A  resulta  mayor  que  cualquier  número 
positivo  con  sólo  tomar  N suficientemente  grande.  Pero  eso  no  es  posible  en  un 
grupo  de  Lie  compacto , puesto  que  la  transformación  ha  de  ser  inversible  para  todo 
N y el  volumen  de  la  variedad  en  ese  caso  es  finito.  En  efecto,  si  /(/?)  > 1 en  un 
abierto  de  volumen  finito  sobre  la  variedad,  el  volumen  de  la  región  imagen  superaría 
al  de  la  variedad  toda  con  sólo  tomar  N suficientemente  grande,  y en  ese  caso  la 
transformación  no  sería  biunívoca. 

Con  un  razonamiento  similar  se  muestra  que  f(/3)  no  puede  ser  menor  que  1.  Por 
lo  tanto  /(/?)  — 1,  lo  que  implica  la  igualdad  de  las  medidas  invariantes  a derecha  e 
izquierda  para  todo  grupo  de  Lie  compacto16, 

Pl(P)  = Pr(P)  =>  dpL(b)  = dpR(b),  VbeG.  (5.4.15) 

El  volumen  invariante  de  un  grupo  de  Lie  compacto  se  define  como  la  integral 
de  la  medida  invariante  (tanto  a izquierda  como  a derecha)  sobre  su  variedad, 

V[G\  :=  í dp(g)  < oo.  (5.4.16) 

Jg 

Estos  resultados  permiten  mostrar,  en  particular,  que  toda  representación  ma- 
tricial  de  un  grupo  de  Lie  compacto  es  equivalente  a una  representación  unitaria, 
así  como  la  ortogonalidad  de  las  funciones  de  caracteres  de  representaciones  irredu- 
cibles no  equivalentes  respecto  de  la  medida  invariante  del  grupo. 

5.5.  Medida  invariante  para  los  grupos  ¿>0(3)  y SU( 2) 

Para  calcular  la  medida  de  integración  invariante  sobre  el  grupo  SO( 3),  prime- 
ro notemos  que  su  variedad  (una  esfera  maciza  de  radio  7r  en  M3  con  los  puntos 
diametralmente  opuestos  sobre  su  borde  identificados  entre  sí)  es  simétrica  frente 

16También  es  posible  mostrar  la  igualdad  de  las  medidas  invariantes  a izquierda  y derecha  de, 
en  particular,  los  grupos  simples  y semi-simples. 
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a rotaciones.  Dos  rotaciones  en  un  mismo  ángulo  son  conjugadas  una  de  la  otra, 
siendo  el  elemento  que  las  relaciona  la  rotación  que  lleva  el  eje  de  rotación  de  la 
primera  a coincidir  con  el  de  la  segunda.  De  ese  modo,  la  densidad  de  elementos 
de  50(3)  alrededor  de  una  rotación  particular  dependerá  del  ángulo  de  la  rotación, 
pero  no  de  la  dirección  de  su  eje  de  rotación. 

Entonces,  sin  pérdida  de  generalidad,  consideraremos  la  medida  de  integración 
alrededor  del  elemento  b R{9  é3)  = el  u A3.  Para  ello  debemos  trasladar  por 
multiplicación  a derecha  por  la  matriz 


R{9e3)=ei9X* 


( eos  6 sin  9 

— sin  9 eos  9 
\ O O 


(5.5.1) 


elementos  próximos  de  la  identidad  que  tienen  la  forma 


í,  _ _ 

í 

1 

«3 

-012 

a S = eia  X*  = 

-a3 

1 

ax 

+ 0(a)2. 

(5.5.2) 

\ 

«2 

-oii 

1 

1 

Tenemos  entonces 


R'  = SR{9é3)  = ei9X 3 + 


( — q3  sin  9 a3  eos  9 

—a3  eos  9 —«3  sin  9 

Qi  sin  9 + q2  eos  9 —ai  eos  9 + a2  sin  9 


-oí  2 

ai 

O 


+ 0{a)\ 


(5.5.3) 
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donde  R!  también  puede  escribirse  de  la  forma1 1 

R'  = e*  (-Vi  + V?  -^2  + (<^3  + 0)  X3)  _ ei  9 X3 


— (p3  sin  0 <f3  eos  9 

—cp3  eos  9 — <p3  sin  9 

+¥>2-9-  -<Pl~r  - V2  [—0— 

Entonces,  a menos  de  términos  de  orden  (a)2, 

<03  = a3 


) 


-vi 

Vi’Jt-<<h(rsTrí)  \+OM2. 

(5.5.7) 


2 sin  9/2  f eos  9/2  sin  0/2  \ f Vi 
9 


de  donde  resulta  que 


sin  0/2 

COS  0/2  y 

\ <02 

( Vi  \ 

(Ql) 

V2 

= M(0) 

OL2 

\ V3  ) 

{<*3  J 

«i 

«2 


(5.5.8) 


(5.5.9) 


con 


M(9)  = 


9 

2 sin  0/2 


^ eos 0/2  —sin 0/2  O ^ 

sin0/2  cos0/2  O (5  5 10) 

2 sin  8/2 

0 / 

En  consecuencia,  la  densidad  p(0),  que  sólo  depende  del  ángulo  0,  está  dada  por 
el  Jacobiano  de  esa  transformación, 


V 


P(0)  = 


1 


4 sin2  (0/2) 
02 


, Vn. 


det  M{9) 

La  medida  invariante  puede  escribirse  entonces  como 

dp[so( 3)]  (i?(0n))  = p(0)  02  d9  dfl2  = 4sin2(0/2)  d9 


17Téngase  en  cuenta  que,  para  nk  nk  = 1, 

^ 0 ri3  — J12  ^ 

nk  Xk  = —i  — n3  0 ni 

^ n2  -nx  0 1 


(5.5.11) 


(5.5.12) 


(5.5.4) 


(nkXkf  = 


\ 


^ (n2)2  + (ri3)2  —ni  n2  -ni  n3 

— m n2  (ni)2  + (n3)2  — n2  n3 

^ —ni  n3  — n2n3  (ni)2  + (n2)2y 


= I3  — ñ<g)ñ, 


y que 


(nfc  Xfc)  n = 0 =>  (nk  Xkf  = nk  Xk. 


(5.5.5) 


(5.5.6) 
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donde  2 es  el  elemento  de  integración  sobre  la  esfera  S2. 
El  volumen  invariante  de  este  grupo  es 


V[SO(3)}=  [ í 4sin2(0/2 )d6dn2  = 
Jo  Js 2 


167T 


L 


"l  — eos  6 


dO  = 87t2. 


(5.5.13) 


Para  hallar  la  medida  invariante  para  el  grupo  SU (2),  tengamos  en  cuenta  que 
50(3)  SU (2)/Z2,  y que  su  variedad  es  una  esfera  en  K3  de  radio  2ir  con  su  borde 
identificado  con  el  elemento  — 12. 

Por  lo  tanto,  para  8 < n la  medida  invariante  de  SU (2)  coincide  con  la  de  50(3), 
siendo  entonces  sólo  función  de  8.  Pero  como  los  elementos  de  SU (2)/Z2  son  cosets 
de  la  forma  {£/,—[/},  y están  en  correspondencia  biunívoca  con  los  elementos  de 
50(3),  la  medida  de  integración  alrededor  de  —U (8h)  = U (( 2n  — 8)(—ñ))  debe  ser 
la  misma  que  alrededor  de  U(8n).  En  consecuencia,  para  8 > n 

dfjL(U(dñ))  = dfi(U((2n  - 8)(-ñ)))  = 


= 4 I sin 


2t r-8 


(5.5.14) 


d8  dfl2  = 4 sin2  (8/2)  dd  dí)2- 


Por  lo  tanto,  la  medida  de  integración  invariante  (tanto  a izquierda  como  a 
derecha)  sobre  el  grupo  SU (2)  está  dada  por 


d^,[su(2)}  (U(6ñ))  = 4sin2(0/2)  dd  díl2i  O < 8 < 2n,  (5.5.15) 


y el  volumen  invariante  de  este  grupo  es 

V[SU( 2)]=  í 2 í 4 sin2 (8/2)  d8  dtt2  = 
Jo  Js2 


= 107T  í 

Jo 


27r  1 — eos  8 


dd  = 16tt2. 


(5.5.16) 


5.6.  Representaciones  unitarias  irreducibles  del  grupo  SU (2) 


Como  SU (2)  es  un  grupo  de  Lie  compacto,  toda  representación  matricial  es 
equivalente  a una  representación  unitaria.  Entonces,  basta  con  considerar  represen- 
taciones matriciales  del  álgebra  de  Lie  de  SU (2)  cuyos  generadores  sean  matrices 
autoadj untas.  En  efecto,  si  las  matrices  satisfacen 

4 = Jk,  k=  1,2,3, 

(5.6.1) 

[5j,  Jj\  = i £ ijk  Jki  Ji  kf 
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entonces  las  matrices  de  la  representación  (obtenidas  mediante  la  aplicación  expo- 
nencial) son  unitarias, 


{D(U(ef>))? 


J,6nkJu 


''  =e-iOn  kj'k  = 


iOnkJk  = [D^UiOñ))]-1 , MU  (Oh)  e SU(  2). 


(5.6.2) 


Por  otra  parte,  el  invariante  cuadrático  de  Casimir*8  en  esta  representación  J2  := 
(JO2  + (J2)2  + (J3)2  conmuta  con  los  generadores, 


[j  , Jj]  — Jj  [J¿,  Jj]  + [J¿,  Jj\  Ji  — i 6ijk  (JiJk  “I-  dk^i)  — O?  (5.6.5) 

por  lo  que  J2  (=  (J2)^)  conmuta  con  todos  los  elementos  de  la  representación  ma- 
tricial  considerada, 

j2  eiOnkJk 

En  consecuencia,  si  se  trata  de  una  representación  irreducible , el  Lema  de  Schur 
requiere  que  sea  proporcional  a la  matriz  identidad, 

J2  = Al,  (5.6.7) 

donde  el  valor  de  A (>  0 puesto  que  J2  es  suma  de  cuadrados  de  matrices  autoad- 
juntas)  caracteriza  la  representación. 

Se  trata  entonces  de  construir  el  espacio  de  representación  correspondiente  a una 
representación  unitaria  irreducible,  caracterizada  por  un  autovalor  de  J2  que,  por 
conveniencia,  escribiremos  como  A = j(j  + 1),  con  j > 0. 

18E1  invariante  fundamental  cuadrático  en  una  dada  representación  matricial  de  un  álgebra  de 
Lie  semi-simple  está  dado  por 

K = g*1"  Xp  Xv,  (5.6.3) 

donde  gfiV  es  la  inversa  de  la  forma  de  Killing.  Resulta  inmediato  mostrar  que  conmuta  con  los 
generadores  en  esa  representación, 


0,  M6,h. 


(5.6.6) 


[K, Xx]  = [X„Xx]  X„  + gTv  [Xv,Xx]  = 

= ~i  C ^ g gT  (Xp  X„  + X„  Xp)  = 0, 

dado  que  las  constantes  son  totalmente  antisimétricas.  En  el  caso  de  SU (2),  las  constantes 

de  estructura  son  CU k = —eijk,  de  modo  que  gy  = —Cikiejlk  = 2<5jj  =>  gli  = ^<5*^.  No  obstante, 
por  conveniencia  se  lo  normaliza  como  K ->  J2  = ÓVJiJj. 


122 


5.  ALGEBRAS  Y GRUPOS  DE  LIE 


Podemos  elegir  una  base  para  ese  espacio  formada  por  autovectores  simultáneos 
de  J2  y de  J319, 

J2  \j  m)  = j(j  + 1)  | j m) , 

(5.6.8) 

Js  | j m)  = m | j m) , 

que  supondremos  normalizados,  (j  m!  \j  m)  = Smr  m (donde  hemos  empleado  la  no- 
tación de  Dirac  para  vectores  y formas  lineales). 

Tomando  las  combinaciones  J±  = Jx  ± iJ2,  las  reglas  de  conmutación  (5.6.1)  se 
reducen  a 

[•^3,  J±]  = ±¿t, 


(5.6.9) 


[J+,  J- ] — 2 J3, 

mientras  que  por  cálculo  directo  resulta  que 

J_J+  = J2- J3(J3  + 1) 


(5.6.10) 


Entonces, 


J+  J-  = J2  - J3  ( J3  ~ 1)  - 


J-J+  | j m)  = {j(j  + 1)  - m(m  + 1)}  | j m) , 


(5.6.11) 


J+J-  1 3 m)  = {j(j  + 1)  - m(m  - 1)}  | j m) . 

Teniendo  en  cuenta  que  ( J±)l  = JT,  las  anteriores  igualdades  implican  que 

II  J+  \j  m)  ||2=  (j  m\  J-J+  | j m)  = (j  - m)  {j  + m + 1)  > 0, 

(5.6.12) 

||  J_  | j m ) ||2=  (j  m\  J+J-  | j m)  = (j  + m)  (j  - m + 1)  > 0, 

de  donde 

O'2  - m2)  {(j  + l)2  - m2)  > 0.  (5.6.13) 

Esas  desigualdades  son  satisfechas  sólo  si  j 2 > m2,  es  decir,  si  los  autovalores  de 


Í3 


-j  <m<  j. 

Por  otra  parte,  de  (5.6.9)  resulta  que 

T3  ( J±  | j m))  = J+  (J3  ± 1)  | j m)  = (m±  1)  J±  \j  m) . 


(5.6.14) 


(5.6.15) 


19E1  rango  de  un  álgebra  de  Lie  es  el  máximo  número  de  generadores  que  conmutan  entre  sí. 
En  el  caso  del  grupo  SU(2)  el  rango  es  1,  de  acuerdo  a la  ec.  (5.6.1). 
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Por  lo  tanto,  por  aplicación  del  operador  J+  ( J_)  al  vector  | j m)  resulta  un  nuevo 
autovector  de  J3  con  autovalor  amnentado  (disminuido)  en  1: 


J+  | j m)  = {(j  - m)  ( j + m+  1)}1/2  | j (m  + 1)) , 

J_  | j m)  = {(j  + m)(j  -m  + 1)}1/2  | j (m  - 1)) , 


(5.6.16) 


donde  los  factores  de  proporcionalidad  han  sido  fijados  de  acuerdo  con  (5.6.12). 

Pero  como  m no  puede  tomar  valores  superiores  a j,  debe  existir  un  valor  máximo 
para  el  autovalor  de  J3,  —j  < M < j,  tal  que 


J+  | j M)  = 0, 


(5.6.17) 


de  modo  que 


J+\jM)  ||2=  (j  — M)  (j  + M +1)  = 0 
=>  M = j. 


(5.6.18) 


A partir  de  ese  vector,  por  aplicación  de  J_,  se  puede  generar  el  resto  de  los 
vectores  de  la  base  del  espacio  de  la  representación, 


(J~)n  | j M)  ~ | j ( M — n)) , con  neN.  (5.6.19) 


Pero  este  espacio  es  de  dimensión  finita  (por  tratarse  de  una  representación 
matricial)  y,  como  hemos  visto,  los  autovalores  de  J3  deben  ser  mayores  que  —j. 
Esto  significa  que  ese  proceso  debe  terminar  para  algún  entero  n > 0,  es  decir, 

J_  | j (M  - n))  = 0.  (5.6.20) 


Igualando  la  norma  de  este  vector  a cero, 

||  J_  | j ( M - n)>  ||2=  (j  + M - n)  (j  - M + n + 1)  = 0,  (5.6.21) 

obtenemos  M = j = n — j.  Es  decir,  j = n/2,  con  n E Z+. 

En  consecuencia,  el  espacio  de  la  representación  unitaria  irreducible  de  SU(2) 
caracterizada  por  el  entero  o semientero  j = n/2 , con  n = 0, 1, ... , está  generado 
por  los  vectores 

{\jm) , m = -j, -j  + 1,  ...,j  - 1 ,j}  , (5.6.22) 


siendo  su  dimensión  n + 1 = 2j  + 1. 


124 


5.  ALGEBRAS  Y GRUPOS  DE  LIE 


Referidos  a esa  base,  los  generadores  tienen  por  elementos  de  matriz  a 

(j  m'\  J2  | j ira)  = j(j  + 1)  Óm',m, 

( j m'\  J3  | j m)  = rnSm’,m, 

(5.6.23) 

( 3 m'\  J+  | j m)  = {(j  -m)(j  + m+  1)}1/2  <W,m+i, 

(j  m'\  J-  | j m)  = {(j  + m)(j  - m+  1)}1/2 


Por  lo  dicho  anteriormente,  vemos  que  es  posible  construir  representaciones  irre- 
ducibles del  grupo  SU (2)  de  cualquier  dimensión. 

Para  j = 0,  la  dimensión  del  espacio  de  representación  es  2j  + 1 = 1,  las  matrices 
que  representan  a los  generadores  son  todas  nulas,  y se  obtiene  la  representación 
trivial  del  grupo. 

Para  j = 1/2,  la  dimensión  es  2j  + 1 = 2,  los  generadores  están  dados  por 


1 0 \ J = w 1 0 

OI/’3  2 l o -1 


» J+  = 


0 1 
o o 


es  decir. 


t 1 , 1 , 1 

di  = ^ °ij  d2  = - (t2,  J3  = - a3, 


y se  obtiene  la  representación  fundamental  del  grupo. 


(5.6.24) 


(5.6.25) 


Para  j = 1,  la  dimensión  es  2j  + 1 = 3,  J2  = 2 13,  y los  generadores  están  dados 

por 


( i o o N 

( 0 V2  0 \ 

Js  = 

0 0 0 

, J+  = 

o 

o 

^0  0 -\) 

o 

o 

o 

(5.6.26) 


obteniéndose  una  representación  equivalente  a la  adjunta20. 


20En  efecto, 


j3  = a~1x3a, 


con  A = —= 

V2 


( 
V 


0 


\ 

/ 


1 0 1 

0 1 o 


(5.6.27) 
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En  el  caso  general,  J3  = diag(  j,  j — 1, ...,  —j  -f  1 , —j ) . Entonces,  la  matriz  que 
corresponde  al  elemento  — 12  6 SU (2)  se  expresa,  por  ejemplo,  como 

D(U(2ne3))  = ei2lzJz  = 


= diag  - 1), ~ 2Í  + !),  e*27r0'  ~ 2j)^j  = (5.6.28) 

= ei2*í  12J+1, 

de  modo  que  esas  representaciones  son  fieles  si  y sólo  si  j es  un  semientero. 

En  esas  condiciones  (ver  (5.2.26)),  las  representaciones  unitarias  irreducibles  de 
SU (2)  son  representaciones  ordinarias  de  50(3)  sólo  si  e*2nd  = 1,  es  decir,  sólo  si  j 
es  un  entero : j = 0, 1,  2, ...  Por  lo  tanto,  las  representaciones  irreducibles  del  grupo 
SO  (3)  son  de  dimensión  impar. 


Similarmente  a lo  que  ocurre  con  el  grupo  de  rotaciones,  50(3),  se  puede  de- 
mostrar que  dos  elementos  de  SU( 2),  U{9'  n')  y U(9ñ),  son  conjugados  si  y sólo  si 
9'  = 9,  cualesquiera  que  sean  los  vectores  unitarios  h,  n!  6 R3. 

Los  caracteres  de  la  representación  irreducible  j ( caracteres  simples ) , 

XU\9)  = tr  {D(j\U{9n))}  , (5.6.29) 


son  una  propiedad  de  cada  clase  de  elementos  conjugados  en  el  grupo,  de  modo  que 
pueden  ser  calculados  tomando  ñ en  la  dirección  más  conveniente.  Por  ejemplo, 


Xtí)W  = tr{e¿«J3}  = YL-¡eim9  = ELo e™" 

= -ije  ( l-e‘(2J  + 1)^  = sin[(j  + 1/2)0] 

1 - eid  / sin[0/2] 


(5.6.30) 


Recurriendo  a la  medida  de  integración  invariante  antes  calculada  se  puede  ve- 
rificar la  ortogonalidad  de  los  vectores  de  caracteres, 

7¡^m/w.(xotw)‘xü,W  = 

1 t sin^'  + 1/2)^  sinÍC7  + V2)#] 

~jo  4s,„[0/2  ]MJÍh = 


(5.6.31) 


~ í de\  (cos[(/  - j)6\  - eos [(/  +j  + 1)^]}  = sfj- 
n Jo  ¿ 
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5.7.  Producto  directo  de  representaciones.  Descomposición  de  Clebsh  - 

Gordan 

Tomando  el  producto  directo  de  dos  representaciones  unitarias  irreducibles  de 
SU( 2),  D <*>  y £><*>,  se  obtiene  una  nueva  representación,  que  puede  a su  vez  des- 
componerse como  suma  directa  de  representaciones  irreducibles, 

D(*®J'2>  :=  D{jl)  ® D(J'2)  = 0 aj  Dü),  (5.7.1) 

i 

donde  aj  E Z+. 

Por  otra  parte,  los  caracteres  de  la  representación  producto  directo, 
x(ji®j2\9),  son  el  producto  de  los  caracteres  simples  Y 

x(n®ñ)(0)  = xUl\0)xU2)(0)  = E ¿mx0  eim2^  _ 

mi=— ji  m-2=-j2 

(5.7.2) 

31+J2  j jl  +32 

= E E*ime  = E xü,w. 

j=\ji  ~h  I m=~j  j=\jl  — j2 1 

Es  decir,  Oj  = 1 para  \j\  — j2\  < j < jx  + j2,  y aj  = 0 en  todo  otro  caso21. 

El  espacio  de  la  representación  está  generado  por  los  vectores 

|ji  J2  mx  m2)  :=  \ji  mx)  ® \j2  m2 ) , (5.7.4) 

pero  los  subespacios  invariantes  correspondientes  a las  representaciones  irreducibles 
que  contiene  están  generados  por  las  combinaciones 

h h 

|ji  h\  3 ™)  = E E |ji  j2  mi  m2)  (ji  j2  mx  m2\ji  j2 ; j m) , (5.7.5) 

m\=-j\  m,2  = -32 

donde  los  coeficientes  de  la  transformación,  (ji  j2  m\  m2\ji  j2]  j m),  son  llamados 
coeficientes  de  Clebsh  - Gordan  (cuando  los  distintos  vectores  están  todos  nor- 
malizados a 1 y de  modo  tal  que  los  coeficientes  sean  reales). 

21Este  resultado  puede  obtenerse  reordenando  las  sumas  en  (5.7.2),  o bien  empleando  la  orto- 
gonalidad  de  caracteres,  ecuación  (5.6.31), 

(*“<«)>«■><»>  = 

= I [27T  jo  siní(j  + V2)fl]  sin[(ji  + 1/2)61]  sin[(j2  + l/2)6>] 
tt  J0  sin  [0/2] 

{1,  para  \jx  - j2|  < j < jl  + 32  , 

0,  para  j < |ji  - j2\  o j > jx  + j2  . 


(5.7.3) 
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Referidas  a esa  base,  las  matrices  de  la  representación  D ó'i®J2)  son  llevadas  a la 
forma  diagonal  en  bloques 


/ £)Ui+h)  o 

0 1+Í2-1)  o 

o o 

\ 0 0 0 


o \ 

o 

o 


(5.7.6) 


Nótese  que 


71+32 

E (2j  + 1)  = (2ji  + 1 ) (2j?2  + 1).  (5.7.7) 

3=171—721 


Si  consideramos  elementos  cerca  de  la  identidad  del  grupo, 

£)(3l®32)  _ + ¿QfcjÜl®32)  + 0(aj2  _ 

= |l<*>  + iakJ{kjl)  + 0(a)2}  ® {l<«>  + iakJ{kh)  + 0(a)2}  = 
= lül)  0>  1Ü2)  + iak  {4jl)  0>  ló'2)  + lói)  <g>  J¿i2)|  + Q(a)2. 
Pero  también 

= ©jl^,  {lül  + iakJl¿)  + O(a)2}  = 

= ©S£-*ilü)  + + o(«)2. 

de  donde  resulta  que 


t(3i®32) 

Jk 


Jkl)  0 1(J2)  + l(jl)  0 = 

— m3i+32  7(3) 

^3=l31-32|Jfc  ’ 


(5.7.8) 


(5.7.9) 


(5.7.10) 


para  k = 1, 2, 3. 
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Entonces,  aplicado  a los  vectores  de  la  base  (5.7.5), 

Ui  3 m)  = 

= {©/=£-J2|4J  )}  lii  32]  j m)  = 4J)  b'i  32]  3 m)  = 

= {4Jl)  ® l(i2)  + lÜl)  ® 4J2)}  Ui  32]  3 m)  = 

= E E Oí  j»  mi  m,|ji  j2;  i m) 

mi=—ji  m2=—j2 

x {4J1)  b'i  ml)  ® |J2  m2)  + \ jl  mi)  <g>  4J2)  |j2  m2)| . 

En  particular, 

4Jl®J2)  b'i  32]  3 m)  = 

= 4J)  bi  32]  jm)=m  b'i  jai  3 m)  = 
h h 

= E E O'1  J2  mi  m2b'i  ja;  j m) 

mi=-ji  m2=-j2 

x {4Jl)  b'i  m0  ® b'2  m2)  + bi  mi ) ® 4J2)  |j2  m2)|  = 

h h 

= E E (mi  + m2)  |jj  j2  mi  m2)  (jj  ja  n»i  m^j  j2;  j m) , 

mi=-ji  m2=-j2 

JÜ10J2)  j2-  j _ 

= 4J)  |ji  ja;  j m)  = [(j  + m)(j  - m + 1)]1/2  |jj  j2;  j (m  - 1)¡ 

3i  h 

= E E 0jj2  m!  m2|ji  ja;  j m) 

”il=-Jl  rri2=-j 2 

X {4Jl)  |jl  *Wl)  ® |ja  m2)  + |jl  ml)  ® 4J2)  |ja  ma)}  = 


(5.7.11) 


(5.7.12) 
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h h 

= ^2  5Z  O'1  h mi  7712 1.71  j2]  j m) 

mi=-jl  m2=-j2 

X {[(*  + ”7i)(j'i  - 7771  + 1)]1/2  |ji  (mi  - 1))  0 |j2  7772) 


(5.7.13) 


+ [Ü2  + 7n2)(j2  - m2  + 1)]1/2  |ji  mx)  0 \j2  (m2  - 1))}  . 

Consideremos  el  caso  ji  = 1/2  = j2.  De  lo  anterior  sabemos  que  el  produc- 
to directo  de  esas  dos  representaciones  se  descompone  en  la  suma  directa  de  las 
representaciones  con  j = 0, 1,  y que  los  generadores  pueden  expresarse  como 

41/2®1/2)  = 41/2)  0 u + u ® 41/2)  = 41]  e 40)-  (5.7.14) 

Notemos  que 

41/2®'/2)  |l/2  1/2)  ® 1 1/2  1/2)  = (4  + i)  1 1/2  1/2)  ® |l/2  1/2) , (5.7.15) 

y que  ése  es  el  único  vector  del  espacio  de  la  representación  (1/201/2)  con  autovalor 
m = 1,  por  lo  que  necesariamente 

1 1/2  1/2;  1 1)  = 1 1/2  1/2)  0 1 1/2  1/2) . (5.7.16) 

Por  aplicación  de  j/1/201/2*  sobre  ese  vector  se  puede  generar  el  resto  de  la  base 
correspondiente  a la  representación  irreducible  j = 1: 

j( i/2®i/2)  jj/2  ]y2;  x = [(!  + !)(!  _ i + i)]1/2  |l/2  1/2;  1 0)  = 


[(1/2  + l/2)(l/2  - 1/2  + 1)]1/2  1 1/2  (1/2  - 1))  0 1 1/2  1/2) 

+ [(1/2  + l/2)(l/2  - 1/2  + 1)]1/2  1 1/2  1/2)  0 1 1/2  (1/2  - 1)) , 

es  decir 

1 1/2  1/2;  1 0)  = 

= -)=  {|l/2  - 1/2»  0 1 1/2  1/2)  + 1 1/2  1/2)  0 |l/2  - 1/2)}  . 

Similarmente, 

j(i/2®i/2)  |]y2  ^2.  J 0)  = [(1  + 0)(1  - o + 1)]1/2  1 1/2  1/2;  1 - 1)  = 

[(1/2  +l/2)(l/2-  1/2  +l)]1/2|l/2  — 1/2)  0 |l/2  -1/2). 

es  decir, 

1 1/2  1/2;  1 - 1)  = 1 1/2  - 1/2)  0 1 1/2  - 1/2) . 


(5.7.17) 


(5.7.18) 


(5.7.19) 

(5.7.20) 
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Ahora  bien,  el  vector  que  genera  el  espacio  (unidimensional)  de  la  representa- 
ción irreducible  j = 0 debe  ser  ortogonal  a los  anteriores,  y corresponder  al  autovalor 
m = 0 de  41'2®1' 2)  , por  lo  que  (una  vez  normalizado)  necesariamente  es 


1 1/2  1/2;  0 0)  = 

= ± {|l/2  - 1/2))  ® 1 1/2  1/2)  - |l/2  1/2)  ® |l/2  - 1/2»  . 


(5.7.21) 


De  las  igualdades  (5.7.16),  (5.7.18),  (5.7.20)  y (5.7.21)  resulta  inmediato  deter- 
minar los  coeficientes  de  Clebsh  - Gordan: 


' (1/2  1/2  1/2  l/2|l/2  1/2;  1 1)  = 1, 

(1/2  1/2  (±1/2)  (±l/2)|l/2  1/2;  1 0)  = l/v/2, 

< (5.7.22) 

(1/2  1/2  (-1/2)  (-l/2)|l/2  1/2;  1 (-1))  = 1, 

, (1/2  1/2  (±1/2)  (±l/2)|l/2  1/2;  0 0)  = ±1/^2, 

con  los  demás  coeficientes  nulos. 


El  producto  directo  de  las  representaciones  j\  = 1 y j2  = 1/2  se  descompone  en 
la  suma  directa  de  las  representaciones  irreducibles  j = 3/2, 1/2.  Sus  generadores 
pueden  expresarse  como 


jri/2)  = ® u + u ® 41/2)  = 43/2)  ® 41/2).  (5.7.23) 


El  (único)  vector  correspondiente  al  máximo  autovalor  posible  de  m = 

3/2,  es 


1 1/2;  3/2  3/2)  = |1  1)  ® |l/2  1/2), 


(5.7.24) 
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y a partir  de  él,  aplicacndo  reiteradamente  el  operador  j/1®1/2^  se  obtienen  los  demás 
vectores  de  la  base  del  espacio  de  la  representación  j = 3/2: 

|1  1/2;  3/2  1/2)  = 

= -^{V2|10)®|l/2  1/2)  + |1  l)®|l/2  -1/2)}, 

|1  1/2;  3/2  - 1/2)  = (5.7.25) 

= -}=  {v/2  |1  0)  ® 1 1/2  - 1/2)  + |1  — 1)  ® |l/2  1/2)}  , 


|1  1/2;  3/2  - 3/2)  = |1  - 1)  ® |l/2  - 1/2) . 


Ahora  bien,  existen  en  el  espacio  producto  directo  dos  vectores  linealmente  in- 
dependientes que  corresponden  al  mismo  autovalor  m = 1/2  de  jP®1/2^  Una  com- 
binación lineal  particular  de  ellos  da  el  vector  |1  1/2;  3/2  1/2)  de  (5.7.25),  mientras 
que  una  combinación  ortogonal  a ella  debe  ser  proporcional  al  vector  de  máximo  m 
(=  1/2)  de  la  representación  j = 1/2, 

|1  1/2;  1/2  1/2)  = 


= A {|!  °>  ® !i/2  1/2)  - x/2 11  1)  ® |l/2  - 1/2)}  . 


Por  aplicación  de  jP01/2)  se  completa  la  base, 


(5.7.26) 


|ll/2;  1/2  -1/2)  = 

= -}={|10)®|l/2  — 1/2)  — \/2|l  -1)®  |l/2  1/2)}, 


(5.7.27) 


y de  (5.7.24),  (5.7.25),  (5.7.26)  y (5.7.27)  se  determinan  los  coeficientes  de  Clebsh  - 
Gordan  para  este  producto  directo  de  representaciones. 


5.8.  Clasificación  de  las  álgebras  de  Lie  simples 

Un  subespacio  J~  del  álgebra  de  Lie  asociada  a un  grupo  de  Lie  G,  J-  <Z  Q, 
constituye  una  subálgebra  de  Lie  si  [Yj , Y2]  6 T para  todo  Y),  Y2  €E  T.  Esta 
subálgebra  corresponde  a un  subgrupo  de  Lie  H C G. 

Ese  subgrupo  H es  invariante  si  se  cumple  además  que  [X,  Y]  E T para  todo 
X E Q y para  todo  Y E J- . En  ese  caso  se  dice  que  el  subespacio  J-  es  un  ideal. 
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Un  álgebra  de  Lie  Q se  dice  simple  si  tiene  dimensión  dim  Q > 2 y no  contiene 
ideales  propios  (distintos  de  Q y de  {O})22. 

Un  álgebra  de  Lie  Q se  dice  semi-simple  si  es  la  suma  directa  de  álgebras  de 
Lie  simples23. 

Élie  Cartan24  ha  dado  una  clasificación  completa  de  las  álgebras  de  Lie  simples 
empleando  las  propiedades  de  su  representación  adjunta,  que  siempre  es  irreducible. 

El  rango  r < n de  un  álgebra  de  Lie  semi-simple  de  dimensión  n es  el  máxi- 
mo número  de  vectores  linealmente  independientes  de  ese  espacio  que  pueden  ser 
seleccionados  de  modo  que  conmuten  entre  sí. 

Un  conjunto  de  r de  tales  vectores  genera  una  subálgebra  abeliana  del  álgebra  de 
Lie,  llamada  subálgebra  de  Cartan, 

[Hi,Hj]=  0,  para  i,j  = í,2,...,r.  (5.8.1) 

En  esas  condiciones,  Cartan  ha  demostrado  que  siempre  es  posible  seleccionar 
un  conjunto  den-r  combinaciones  lineales  (en  general  complejas25)  de  generadores 
linealmente  independientes  entre  sí  y de  los  anteriores,  Ea,  de  modo  que  ellas  resulten 
ser  vectores  propios  simultáneos  de  las  operaciones  de  conmutación  con  los 

[Hi,Ea]=aiEa,  i = 1,2,  (5.8.2) 

correspondientes  a autovalores  o: ¿ no  todos  nulos.  Además,  siempre  es  posible  elegir 
los  generadores  Hi  de  manera  tal  que  esos  autovalores  sean  reales. 

De  ese  modo,  el  conjunto  de  los  r autovalores  cq  correspondientes  al  generador 
E&  forman  un  vector  no  nulo  de  un  espacio  real  r-dimensional,  óelr,  llamado  raíz 
correspondiente  a E&.  Similarmente,  de  (5.8.1)  podemos  decir  que  los  generadores 
Hi  corresponden  a raíces  nulas. 

También  se  demuestra  que  las  raíces  son  no  degeneradas,  a excepción  de  la  raíz 
nula,  y que  si  á es  una  raíz  entonces  —a  también  lo  es.  Más  generalmente,  para  dos 
raíces  á y ¡3  cualesquiera  resulta  que  2 (d  • ¡3)  / (a  • á)  = n E Z y que  {p  — na) 
es  también  raíz.  En  esas  expresiones,  el  producto  escalar  entre  raíces  está  definido 

22Un  álgebra  de  Lie  simple  corresponde  a un  grupo  de  Lie  simple,  es  decir,  un  grupo  que 
no  contiene  subgrupos  de  Lie  propios  invariantes. 

23Un  álgebra  de  Lie  semi-simple  corresponde  a un  grupo  de  Lie  que  es  producto  directo  de 
grupos  de  Lie  simples.  En  particular,  un  grupo  de  Lie  semi-simple  no  contiene  subgrupos  de  Lie 
invariantes  abelianos. 

24Élie  Cartan  (1869  - 1951) 

25Esto  corresponde  a tomar  elementos  de  la  complexificación  del  álgebra  de  Lie,  pero  man- 
teniendo el  número  de  generadores  linealmente  independientes  igual  a la  dimensión  del  álgebra 
original. 
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en  términos  de  la  forma  de  Killing26  restringida  a la  subálgebra  de  Cartan  como 
(ci  • /3)  :=  a:1/?*,  donde  algij  = aj. 

En  particular,  si  (d  • /3)  > 0 =>•  2 (d  • /3)  = n(á.  ■ at)  = m (P-P),  con  n,  m € N, 
lo  que  restringe  los  ángulos  entre  raíces  a sólo  unas  pocas  posibilidades  y condiciona 
la  relación  entre  sus  longitudes.  En  efecto, 


eos 


(Qap) 


(a-py 


n m 


(a  -a)(P-p)  4 


<1, 


{P‘P)  _ n 

(d  • d)  m 


(5.8.3) 


Por  otra  parte,  de  la  identidad  de  Jacobi  resulta  que 


[Ht,  [E„,  E,]\  = [E„,  [Hu  £,]]  + EB] , Et\  = 
= (ai  + Pi)  [Eq,  Ep\  , 


(5.8.4) 


de  modo  que  pueden  presentarse  dos  situaciones: 

■ Si  (d  + p)  es  una  raíz,  entonces  [Ea,Ep\  ~ En  particular,  para  3 = 

— d el  conmutador  [Ea,  E_a]  está  contenido  en  la  subálgebra  de  Cartan. 

■ Si  (d  + /?)  no  es  una  raíz,  entonces  [Ea,  Ep\  = 0. 


Para  esta  elección  de  generadores,  las  constantes  de  estructura  satisfacen  las 
relaciones 

<V  = cca  = cv  = o, 


Cj  = i atóí, 

(a  + 0)<V  = o, 


(5.8.5) 


(j-á-flCjmO. 

Se  puede  mostrar  que  las  únicas  componentes  no  nulas  de  la  forma  de  Killing 
son  <7(— ñ)ñ  — 9a(— ñ)  Y 

9ij  = ^2  ai0tj  ^ = ^2  á ® “ • (5.8.6) 

Q Q 

Normalizando  adecuadamente  los  generadores  podemos  además  fijar  <7a(-a)  = 1. 

26Con  nuestra  definición,  esta  forma  es  simétrica  y positiva  definida  para  toda  álgebra  simple 
compacta , es  decir,  correspondiente  a un  grupo  simple  compacto.  En  particular,  una  adecuada 
elección  de  los  generadores  de  la  subálgebra  de  Cartan  permite  llevarla  a la  forma  gtj  ~ S¡j  (Ver 
Nota  al  pié  en  página  98). 
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Como  el  álgebra  de  Lie  considerada  es  semi-simple,  det  ( g M„)  ^ 0 =>  det  (gij)  ^ 0, 
de  donde  resulta  que  las  raíces  o:  generan  el  espacio  euclídeo  Mr. 

En  esas  condiciones,  el  álgebra  de  Lie  semi-simple  queda  descrita  por  los  conmu- 
tadores de  los  generadores  de  la  base  estándar  de  Cartan, 

[Hit  Hj]  = 0 , i,j  = 1, 2, . . . , r , 

[í/¿,  Eai\  = cq  Ea  , i = 1,2, . . . ,r  ,Va , 

< (5.8.7) 

[E&,  £_a]  = a*  Ht , Va, 

donde  a1  = gli  a j (con  (gxi)  = (gij)1)  y Nas  es  cierta  constante. 

Se  dice  que  la  raíz  á es  positiva  si  la  primera  componente  no  nula  de  ese  vector 
es  positiva.  Eso  introduce  un  ordenamiento  entre  raíces  de  modo  que  á > ¡3  si  el 
vector  (á  — /?)  es  positivo. 

Una  raíz  positiva  se  dice  simple  si  ella  no  puede  expresarse  como  suma  de  dos 
raíces  positivas.  Un  álgebra  de  rango  r tiene  r raíces  simples  linealmente  indepen- 
dientes. 

Es  posible  demostrar  que  las  raíces  á de  un  álgebra  de  Lie  simple  pueden  ser 
obtenidas  a partir  del  conjunto  de  r raíces  simples  por  aplicación  de  un  grupo  de 
orden  finito  de  transformaciones  discretas  en  Rr  llamado  grupo  de  Weyl2'  del 
álgebra,  que  condensa  las  propiedades  antes  descritas. 

Por  su  parte,  esas  raíces  simples  satisfacen  un  conjunto  de  restricciones  que  hacen 
que  sólo  puedan  tener  hasta  dos  longitudes  distintas  y formar  entre  sí  ciertos  ángulos 
particulares:  |7r,  |7r,  t ó |7t.  De  acuerdo  a esas  características  es  posible  clasificar 
las  álgebras  simples  en  cuatro  series  infinitas  llamadas  Ar,  Br,  Cr  y Dr,  unívocamente 
relacionadas,  respectivamente,  con  los  grupos  de  Lie  simples  compactos 28  SU ( r + 1) 
con  r > 1,  SO(2r  + 1)  con  r > 2,  Sp(r)  con  r > 3 y SO(2r)  con  r > 4,  además 
de  cinco  álgebras  excepcionales  no  incluidas  en  las  anteriores  series,  llamadas 
E4,  G2,  E6,  Ej,  E8.  En  todos  los  casos,  el  subíndice  indica  el  rango  del  álgebra. 

27Hermann  Weyl  (1885  - 1955). 

28 Algebras  de  grupos  de  Lie  simples  no  compactos  del  mismo  rango  y dimensión  están  conte- 
nidas como  subespacios  cerrados  (respecto  de  la  operación  del  álgebra)  en  la  complexificación  de 
esas  álgebras  simples  compactas  (que  tienen  forma  de  Killing  positiva  definida). 
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Ar: 

Br: 

Cr: 

Dr: 


o o a — O 


o O 


-o 


o o o- — o 


-o 

o 


o o a — o ó o 


Figura  1.  Diagramas  de  Dynkin  de  las  cuatro  series  de  álgebras  simples. 


Efi: 


O 


o o ó o 


E7: 


Er  : 


-o 


o 


o o ó o o o 


o 


o o ó o o o o 


p4 : • • O O 

G*:  • o 

Figura  2.  Diagramas  de  Dynkin  de  las  cinco  álgebras  excepcionales. 

Esas  álgebras  simples  pueden  ser  puestas  en  correspondencia  biunívoca  con  los 
llamados  diagramas  de  Dynkin29,  diagramas  conexos  en  los  cuales  las  raíces  sim- 
ples son  representadas  por  vértices  (pequeños  círculos  llenos  o vacíos  según  corres- 
ponda a las  de  longitud  mayor  o menor)  unidos  por  0,1,2  ó 3 líneas  según  sea  que 
entre  ellas  formen  un  ángulo  de  l?r,  |7 r,  |7r  ó |7r  respectivamente.  Para  más  detalles, 
ver  la  bibliografía  sugerida. 


29Eugene  Dynkin  (1924  - ). 
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5.9.  Representaciones  irreducibles  de  las  álgebras  de  Lie  simples 

Como  toda  representación  matricial  de  un  grupo  de  Lie  compacto  es  equivalente 
a una  representación  unitaria,  las  matrices  que  representan  a los  generadores  de 
las  álgebras  simples  compactas  (descritas  por  la  clasificación  de  Cartan)  en  una, 
representación  irreducible  siempre  pueden  ser  elegidas  como  autoadjuntas. 

Dada  una  representación  matricial  de  un  álgebra  simple  compacta,  pueden  ob- 
tenerse las  representaciones  de  otras  álgebras  simples  (no  compactas)  del  mismo 
rango  y dimensión  a partir  de  los  correspondientes  generadores  en  la  complexifica- 
ción  de  esa  respresentación.  De  ese  modo,  el  conocimiento  de  las  representaciones 
irreducibles  de  las  álgebras  de  Lie  simples  compactas  implica  el  conocimiento  de  las 
representaciones  irreducibles  de  todas  las  álgebras  simples. 

Si  denotamos  a los  generadores  en  una  representación  irreducible  de  un  álgebra 
simple  compacta  por 

D(Hi)  = Xi,  D (Ea)  = Yq  , (5.9.1) 

matrices  que  satisfacen 


[Xu  Xj]  = 0,¿,  j = !,-••  ,r, 


[Xu  Ya]  = ctiYñ  , etc, 


(5.9.2) 


siempre  será  posible  elegir  los  generadores  de  la  subálgebra  de  Cartan  como  matrices 
autoadjuntas,  = X¿,  las  que  podrán  ser  diagonalizadas  simultáneamente.  Por 
lo  tanto,  existirán  vectores  en  el  espacio  de  la  representación  que  sean  autovectores 
simultáneos  de  todos  ellos, 


Xf  \m)  = mi  |m)  , 


m = 


/mi\ 


y mr 


(5.9.3) 


donde  fh  es  llamado  peso  del  vector  |m).  Es  posible  mostrar  de  que  las  raíces  á son 
(proporcionales  a)  los  pesos  de  la  representación  adjunta. 

Por  otra  parte,  dado  un  autovector  |m),  por  aplicación  de  los  Y&  obtenemos 
nuevos  autovectores  con  peso  aumentado  en  á, 


Xi(Ys¡m))  = ([Xi,Yól]+YáXi)¡m ) 


(mi  + ati)  (Yq  |m))  , 


(5.9.4) 


de  modo  que  por  aplicación  de  todos  los  productos  de  los  Yq  podemos  generar  una  ba- 
se del  espacio  de  la  representación  irreducible  formada  por  autovectores  simultáneos 
de  los  Xi. 

Se  demuestra  que  si  m es  un  peso,  entonces  2 (m  ■ a)  / (á  • a)  = n € Z y m - na 
es  también  un  peso,  de  modo  que  el  conjunto  de  pesos  tiene  como  grupo  de  simetrías 
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al  mismo  grupo  de  Weyl  que  las  raíces.  Pero,  a diferencia  de  éstas,  los  pesos  pueden 
ser  degenerados. 

También  es  posible  ordenar  a los  pesos  de  la  misma  manera  que  a las  raíces, 
definiendo  que  m>  m!  si  la  primera  componente  no  nula  de  m — m'  es  positiva. 

Como  estamos  considerando  representaciones  de  dimensión  finita,  debe  existir  un 
peso  máximo,  M.  Se  demuestra  que  el  peso  máximo  de  una  representación  irreducible 
es  no  degenerado  y que  representaciones  equivalentes  tienen  el  mismo  peso  máximo. 
Además,  si  a es  una  raíz  simple,  entonces  l&  = 2 (m  • á)  / (á  • á)  E Z+. 

Como  las  raíces  simples  (ordenadas,  por  ejemplo,  de  modo  creciente ) constituyen 
una  base  (no  ortogonal)  de  Mr,  el  conjunto  de  los  r enteros  no  negativos  l&i  determi- 
na completamente  al  peso  máximo  M y,  por  lo  tanto,  caracteriza  completamente  a 
la  representación  irreducible.  En  consecuencia,  cada  clase  de  representaciones  irre- 
ducibles está  unívocamente  identificada  por  un  conjunto  de  r números  enteros  no 
negativos  (l&1,  l&2,  ■■■  ,l&r). 

Las  representaciones  fundamentales  son  aquellas  para  las  cuales  todos  esos 
números  son  nulos  excepto  uno  igual  a la  unidad,  Za  = 1.  Por  lo  tanto,  un  álgebra 
simple  de  rango  r tiene  r representaciones  fundamentales. 

Los  pesos  máximos  de  las  representaciones  fundamentales,  mQ,  son  llamados 
pesos  fundamentales.  Para  ellos  se  tiene  que  2 (m^  ■ d)  / (d  • ü)  de  modo 

que  raíces  simples  y pesos  fundamentales  constituyen  bases  duales  de  Rr  (a  menos 
de  la  normalización)  respecto  de  la  métrica  inducida  por  la  forma  de  Killing. 

En  esas  condiciones,  el  peso  máximo  de  la  representación  irreducible  £)(ía i >->*«»•) 
está  dado  por 


M = y^  l&i  ma< . (5.9.5) 

í=i 

Este  peso  corresponde,  como  hemos  dicho,  a un  único  vector  | M)  a partir  del  cual 
es  posible  construir  toda  la  base  del  espacio  de  la  representación  por  aplicación 
sucesiva  de  los  Ya.  Una  vez  determinada,  resulta  inmediato  establecer  la  forma  de 
los  generadores  e YQ  en  esa  representación. 

Las  r matrices  autoadjntas  X,  y íí  - r combinaciones  autoadjuntas  linealmente 
independientes  de  las  Y&  generan  la  representación  irreducible  del  álgebra  de  Lie 
compacta.  Por  exponenciación,  las  combinaciones  lineales  con  coeficientes  reales  de 
esas  matrices  permiten  construir  las  matrices  de  la  representación  unitaria  irreduci- 
ble del  grupo  compacto,  mientras  que  las  representaciones  matriciales  (no  unitarias) 
de  los  grupos  no  compactos  asociados  a esa  misma  álgebra  simple  se  obtienen  por 
extensión  analítica  en  esos  parámetros.  Para  más  detalles,  ver  la  bibliografía  suge- 
rida. 
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Capítulo  6 


EL  GRUPO  DE  LORENTZ 


6.1.  El  grupo  de  Lorentz 


El  espacio  de  Minkowski,  M4,  es  un  espacio  real  pseudo  - euclídeo  de  signatura 
(1,3).  Las  coordenadas  que  distintos  observadores  inerciales  asignan  a un  mis- 
mo punto  de  M4  están  relacionadas  por  transformaciones  lineales  que  preservan  el 
intervalo 

s2  = (a:0)2  - xixi  = (;r0)2  - xlx\  (6.1.1) 


En  términos  de  la  métrica  del  espacio,  g = diag(+l,  — 1,  — 1,  — 1),  el  intervalo  se 
escribe 


s2  = xlgx  = g^ux^xu  = 


(6.1.2) 


x lgx  = gtlvx^xv . 


La  relación  entre  las  coordenadas  está  dada  por  la  transformación  lineal 


x = Lx,  (6.1.3) 

o bien,  en  componentes, 

x"  = A"/,  (6.1.4) 

donde  los  elementos  de  matriz  son  reales.  La  invarianza  del  intervalo  implica 
que  las  matrices  L preservan  la  métrica  g, 

LtgL  = g=>  gtwM1ahvp  = gap.  (6.1.5) 

Esto  significa  que  el  grupo  de  Lorentz1  es  lo  que  antes  hemos  llamado  grupo  pseudo- 
ortogonal  0(1,3). 

La  relación  (6.1.5)  implica  que  el  determinante  de  las  matrices  L sólo  puede 
tomar  los  valores 

detL  = ±l.  (6.1.6) 

Dado  que  todo  grupo  de  matrices  es  un  grupo  de  Lie,  sus  elementos  son  funciones 
continuas  de  los  parámetros  del  grupo.  En  consecuencia,  un  cambio  de  signo  del 
determinante  en  (6.1.6)  no  puede  ser  producto  de  la  variación  de  un  parámetro 

'Hendrik  Antoon  Lorentz  (1853  - 1928). 
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continuo.  De  ello  resulta  que  la  variedad  del  grupo  de  Lorentz  es  no  conexa.  Si 
det  L = +1  (—1)  la  transformación  L se  dice  propia  (impropia). 

Además,  de  (6.1.5)  surge  que 

= ffoo  =>  (A°0)2  - A‘0A‘0  = 1.  (6.1.7) 

En  consecuencia,  (A°0)2  > 1,  y las  transformaciones  son  llamadas  ortócronas  si 
A°0  > 1,  o bien  no  ortócronas  para  A°0  < — 1.  Tampoco  aquí  es  posible  pasar  de 
unas  a otras  mediante  la  variación  de  un  parámetro  continuo. 

Por  lo  tanto,  el  grupo  de  Lorentz  está  constituido  por  cuatro  componentes  des- 
conectadas entre  sí,  caracterizadas  por  los  signos  de  det  L y de  A°0.  De  ellas,  sólo 
la  parte  conexa  que  contiene  a la  identidad  forma  un  subgrupo  (invariante2),  lla- 
mado subgrupo  propio  ortócrono  y denotado  por  C\.  Téngase  en  cuenta  que 
det  I4  = 1 y 1°0  = 1. 

Las  otras  componentes  corresponden  a los  cosets  que  se  obtienen  de  C\.  La 
transformación  de  paridad, 


P = diag(l,  —1,  —1  — 1), 


(6.1.8) 


que  cambia  el  signo  de  las  coordenadas  espaciales  y satisface 


det  P = — 1,  P°=  1,  P2  = 14, 


(6.1.9) 


es  una  transformación  impropia  ortócrona  con  la  que  se  construye  el  coset  C}_  = 


PC\. 


La  inversión  temporal, 


T = diag(-l,  1,1,1), 


(6.1.10) 


que  satisface 


detT  = — 1,  T°0  = — 1,  T2  = l4, 


(6.1.11) 


es  una  transformación  impropia  no  ortócrona  con  la  que  se  construye  el  coset  £Í  = 


TC\. 

Finalmente,  el  producto  PT  = TP  = — 14  es  una  transformación  propia  no 
ortócrona,  con  la  que  se  obtiene  el  coset  C\_  = PT C\. 


2En  efecto,  si  Lq  € ¡ C^_,  existe  una  curva  sobre  el  grupo  que  la  conecta  de  manera  continua 
con  la  identidad  I4.  Entonces,  VL  € C,  LLqL~1  se  conecta  con  continuidad  con  L14L_1  = 14  y, 
en  consecuencia,  LLqL~1  6 . 
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El  subgrupo  propio  ortócrono  contiene  transformaciones  que  corresponden  a ro- 
taciones en  el  espacio , 

0 0 0 \ 


L = 


/ 1 
0 
0 

V 0 


R 


, con  R e SO( 3). 


(6.1.12) 


/ 


En  efecto,  puesto  que  RlR  = 13,  es  evidente  que  LlgL  = g,  mientras  que 

detL  = det  R = 1,  L°0  = 1.  (6.1.13) 

El  subgrupo  £+  también  contiene  boosts  o transformaciones  de  Lorentz  propia- 
mente dichas.  Por  ejemplo,  para 

x°  = x°  cosh  a + xl  sinh  a 


xl  = x°  sinh  a + x1  cosh  a 


x 

3 


x 


(6.1.14) 


x 


tenemos  la  matriz 


L = 


V 


(6.1.15) 


/ cosh  a sinh  o;  0 0 \ 
sinh  a:  cosh  a 0 0 
0 0 10 

0 0 0 1 

para  la  cual  det  L = cosh2  a — sinh2  a = 1 y L°0  = cosh  a > 1,  y que  también 
satisface  LlgL  = g.  El  parámetro  a está  relacionado  con  v,  velocidad  relativa  de  los 
observadores  inerciales  en  la  dirección  del  eje  xl,  por 

1 . , v/c 


cosh  a = 


sinha  = 


(6.1.16) 


a/1  — V2  ¡C2'  y/l  — V2  /c2' 

donde  c es  la  velocidad  de  la  luz.  Nótese  que  esa  matriz  no  es  una  función  periódica 
del  parámetro  a € R,  lo  que  corresponde  al  hecho  de  que  el  grupo  de  Lorentz  es  no 
compacto. 
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Las  matrices  próximas  de  la  identidad  tienen  la  forma 

L = U + e =>  A ^ = S^+  c1*,,; 
remplazando  esta  expresión  en  (6.1.5)  se  obtiene 

i>  + gave\  + g¡i0^v  + O (e2)  = g^v, 


(6.2.1) 


(6.2.2) 


de  donde  resulta  que  el  producto  gs  es  una  matriz  antisimétrica. 
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Definiendo  £ ^ :=  gp.a£aVi  y teniendo  en  cuenta  que  es  simétrico,  de  la  anterior 
ecuación  tenemos3 


£ 


/XI/ 


+ £i m — 0- 


(6.2.4) 


En  consecuencia,  el  álgebra  de  Lie  está  generada  por  (42  — 4)/2  = 6 generadores,  de 
modo  que  C\  es  un  grupo  de  Lie  de  dimensión  6. 

Para  determinar  las  constantes  de  estructura  sería  necesario  elegir  una  base  para 
el  espacio  de  las  matrices  reales  antisimétricas  de  4 x 4,  multiplicarlas  a izquierda 
por  g -1  = g y calcular  los  conmutadores  de  los  generadores  resultantes  (ver  Ejercicio 


44.). 

Alternativamente,  daremos  una  realización  de  esos  generadores  en  términos  de 
operadores  diferenciales  en  las  coordenadas  del  espacio  - tiempo.  Para  ello  conside- 
remos la  diferencia 

& - x»  = eTpxP  + 0{£2)  = £apX^daX^)  + 0{£2)  = 


\£ap(xpda  - XQdp)x»  + 0( £2)  = -2 Í^LapX*1  + 0(£2), 


(6.2.5) 


donde  los  operadores  diferenciales 


L(y,p  i^Xftdp  óifi ) L tía 


(6.2.6) 


son  hermíticos  y antisimétricos  en  su  par  de  índices.  De  ese  modo,  la  transformación 
que  sufre  el  vector  de  coordenadas  también  puede  ser  descrita  por 

X = (l  - l-  £af}Laf¡  + OiE2)^  X.  (6.2.7) 

Tomando  los  conmutadores  de  los  generadores  así  representados  se  obtienen  las 
constantes  de  estructura  del  grupo  50(1,3), 

= igvpLua  + igp,pLva  + igvaL^p  igpaLvp.  (6.2.8) 


Lpui  Lpa 


En  particular,  considerando  la  subálgebra  correspondiente  a índices  espaciales  tene- 
mos 


r a a 

\Lij,  Lki  — iSjkLu  i6ikLji  iójiLik  -\-  iSüLjk, 


(6.2.9) 


en  la  que  se  reconoce  el  álgebra  de  Lie  de  50(3). 


3Evidentemente,  g(g  s)g  = £ g es  también  una  matriz  antisimétrica.  En  efecto,  si  £iiv  :=  £fiag°“' , 
donde  gafl  :=  (g~1)a¡1  (con  g_1  = g),  resulta  que 


= 0. 


(6.2.3) 
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Puede  darse  a la  operación  en  el  álgebra  de  Lie  de  50(1,3)  un  aspecto  más 
familiar  redefiniendo  los  generadores  como 


Li  — 2 ^ijk  Ljk  ^ ''  Lij  — ^ijk  Lfc'j 


(6.2.10) 


K%  — L0i, 

operadores  que  satisfacen  las  reglas  de  conmutación 


Li,  Lj 


I £ijk  Lf¡, 


[”  A A A 

Li,  Kj  = i £íjk  Kk, 


(6.2.11) 


[ 


KuKj 


i ¿ijk  Lk, 

donde  se  ve  claramente  que  los  son  los  generadores  del  subgrupo  50(3)  de  £+. 

Con  las  constantes  de  estructura  así  determinadas,  es  posible  construir  la  repre- 
sentación adjunta  de  esta  álgebra  y,  con  ella,  la  correspondiente  forma  de  Killing 
(ver  Ejercicio  45).  Dicha  forma  resulta  ser  regular  (lo  que  corresponde  a un  álgebra 
semi-simple)  pero  no  positiva  definida  (lo  que  refleja  el  hecho  de  que  el  grupo  es  no 
compacto).  Su  inversa  determina  el  invariante  cuadrático  de  Casimir  como 


(6.2.12) 


Como  el  álgebra  es  de  rango  2 (nótese  que,  por  ejemplo,  L^,K^  = 0),  existe 
un  segundo  invariante,  dado  en  este  caso  por 


C2  = íLK, 

como  puede  comprobarse  fácilmente  empleando  (6.2.11). 


(6.2.13) 


6.3.  Representaciones  irreducibles  (del  grupo  de  cubrimiento)  de  £+ 

La  construcción  de  las  representaciones  matriciales  del  grupo  C\  pasa  entonces 
por  encontrar  conjuntos  de  seis  matrices,  {L¡t,Kk',k  = 1,2,3},  que  satisfagan  las 
reglas  de  conmutación  de  (6.2.11),  para  luego  exponenciar  elementos  de  la  represen- 
tación matricial  del  álgebra  de  Lie  así  obtenida.  Esto  es,  exponenciar  combinaciones 
lineales  con  coeficientes  reales  multiplicadas  por  la  unidad  imaginaria,  de  la  forma 
i(akLk  + fikKk),  con  ak,(3k  e M. 

Como  hemos  señalado  anteriormente,  esta  construcción  se  simplifica  consideran- 
do las  combinaciones  lineales  complejas  (elementos  de  la  complexificación  del  álgebra 
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de  Lie  de  £+)  que  generan  un  álgebra  compacta  de  la  misma  dimensión  y rango.  En 
este  caso, 

jf’  = \ (U  ± iKk) , (6.3.1) 

cuyos  conmutadores  se  reducen  a 


ÍCijkJf; 


<±) 


t(±)  t(=F) 
Ji  > 


= 0. 


(6.3.2) 


Esto  corresponde  a dos  subálgebras  su( 2)  que  conmutan  entre  sí  (ideales),  que  ge- 
neran en  conjunto  el  álgebra  de  Lie  del  grupo  semi-simple  compacto  SO( 4)4  (ver 
Ejercicio  20). 

Ya  hemos  estudiado  las  representaciones  unitarias  irreducibles  del  álgebra  de  Lie 
de  SU (2),  que  están  caracterizadas  por  un  entero  o semientero  j y generadas  por 
tres  matrices  autoadjuntas  J¡?\k  = 1,2,3,  de  dimensión  2j  + 1.  Podemos  tomar 
entonces 


4+)  :=  4*’  ® l°->, 

jM  :=  ]U*)  0 jU-\ 


(6.3.3) 


las  que  satisfacen  trivialmente  (6.3.2). 

De  esa  manera,  las  representaciones  matriciales  irreducibles  del  grupo  ( de  cubri- 
miento de)  C\  están  caracterizadas  por  un  par  de  enteros  o semienteros  (j+,  j-), 
siendo  su  dimensión  (2 j+  + 1)(2 j-  + 1). 

Téngase  en  cuenta  que,  mientras  que  las  matrices  que  representan  a los  genera- 
dores i/*,  de  C\, 

L(¿+J-)  = 4J+)  ® l0-)  + lü+)  <g>  4J-\  (6.3.4) 

son  autoadjuntas,  las  correspondientes  a los  Kk, 

K¡f+J~)  = -i  <g>  Ia"5  - lü+)  0 , (6.3.5) 


son  anti  - autoadjuntas.  En  consecuencia,  las  representaciones  matriciales  así  obte- 
nidas no  son  unitarias. 

Se  puede  demostrar  que  (que  es  un  grupo  de  Lie  no  compacto)  no  tiene 
representaciones  unitarias  de  dimensión  finita  (aparte  de  la  representación  trivial). 


40  bien,  de  su  grupo  de  cubrimiento,  grupo  simplemente  conexo  denominado  Spin( 4). 
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Los  invariantes  de  Casimir  en  la  representación  (j+,j-)  se  reducen  a 

Cf+J-)  = i (j(*+)2  <8)  l<J->  + 1<J+)  ® jL'-)2^  = 

= \{h  (3+  + 1)  + 3-  U-  + i)}  i(j+)  ® 1^_) , 

(6.3.6) 

C-ü+j-)  = (j(j+)2  0 iü-)  _ iü+)  0 jO-)2j  = 

= {j+  0+  + 1)  - j-  U-  + 1)}  !(j+)  ® i(,-)  • 

En  esas  condiciones,  los  elementos  de  contenidos  en  los  subgrupos  Abelianos 
generados  por  cada  vector  en  el  álgebra  de  Lie  están  identificados  por  un  conjunto 
de  seis  parámetros  reales  c*fc,/3fc,  con  k = 1,2,3.  En  la  representación  irreducible 
(j+,j-)  tenemos 


DU+j-\at,p)  :=  ¿ + PkRk)  = 

i - i¡3k)  J{kj+)  ® 10->  + ( ak  + i/3k) lü+>  ® Jfcü'-)) 

(6.3.7) 

i ((afc  - i/3k)J{kj+)  ® !«->)  i ((a*  + i^*)l0+)  ® 


= ei(*-iP)k4J+)<g>ei(<*  + iP)k4J-) 


donde  se  han  tenido  en  cuenta  (6.3.4)  y (6.3.5)  para  expresar  las  matrices  de  la 
representación  como  un  producto  directo5  (donde  cada  factor  actúa  sobre  distintos 
conjuntos  de  índices  de  las  componentes  de  los  vectores  del  espacio  producto  directo). 
Téngase  en  cuenta  que  no  se  trata  de  un  producto  directo  de  grupos,  pues  ambos 
factores  dependen  de  los  mismos  parámetros.  Además  resulta  claro  que,  mientras  que 
los  parámetros  ak  corresponden  a subgrupos  abelianos  unidimensionales  compactos, 
los  Pk  corresponden  a subgrupos  abelianos  unidimensionales  no  compactos. 


En  consecuencia,  los  vectores  de  la  representación  irreducible  (j+,j-)  tienen 
componentes  identificadas  por  un  par  de  índices,  a y b,  que  toman  (2 j+  + 1)  y 

5En  el  último  paso  se  ha  usado  la  igualdad 


OO  - OO  1 

sM  ® 1 = y 1 (M  0 i)"  = V'  i M"  ® i = eM  ® i. 
“ n\  n\ 


n=0 


n=0 


(6.3.8) 
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(2 j-  + 1)  valores  respectivamente.  Frente  a transformaciones  de  Lorentz  ellas  se 
transforman  según 


,¿(a  - i 


’) 

/ aa' 


l 


a’V 


(6.3.9) 


Finalmente,  señalemos  que  frente  a la  transformación  de  paridad  (que  cambia 
el  signo  de  las  coordenadas  espaciales)  los  generadores  expresados  como  operadores 
diferenciales  en  (6.2.6)  se  transforman  según 


PLíjP-1  = Líj, 


PLokP  1 — —Lok- 


(6.3.10) 


Entonces,  en  una  dada  representación  matricial  caracterizada  por  el  par  (j+,  j_) 
tendremos  un  operador  V que  transforme  los  generadores  según 


VLkV-1  = Lk , 
VKkV -1  = -Kk 


(6.3.11) 


y,  en  consecuencia, 

VDV+j~\a,P)V-x  = Dü+J'-)(a,  ~/3)  ~ D^-J+\a,/3),  (6.3.12) 


resultando  una  representación  equivalente  a la  (j_,j+). 

Por  lo  tanto,  si  j+  ^ j_  la  representación  no  es  invariante  frente  a paridad.  En 
ese  caso,  para  construir  representaciones  invariantes  (a  menos  de  transformaciones 
de  similitud)  frente  a V debemos  considerar  las  sumas  directas 

V(UJ-)  = DU+J- ) e DÜ-J+),  (6.3.13) 


de  dimensión  2(2j+  + l)(2j_  + 1). 


6.4.  Grupo  de  cubrimiento  de  C\ 

El  hecho  de  que  C\  contenga  a 50(3)  es  indicativo  de  que  no  se  trata  de  un  grupo 
simplemente  conexo.  Para  determinar  su  grupo  de  cubrimiento,  primero  señalemos 
que  es  posible  establecer  una  relación  biunívoca  entre  los  vectores  del  espacio  de 
Minkowski,  M4,  y las  matrices  autoadjuntas  de  dimensión  2x2. 

Una  base  para  ese  espacio  de  matrices  (de  dimensión  4)  está  dada  por  la  identidad 
<7o  = I2  y las  matrices  de  Pauli  (cri,  02,  cr3},  que  tienen  las  propiedades 


tr{<7t}  = 0,  tr{l2}  = 2,  tr{<7t<7,}  = 2JH. 


(6.4.1) 
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Ahora  bien,  dado  x € M4,  podemos  formar  la  matriz 

c r{x ) :=  x°  12  + xka¡ t 

í xQ  + x3  x1  — ix2  \ . 

1-2  0 3 = 

V x1  + IX2  x°  — x3  I 

De  (6.4.1)  tenemos  que 

v?  = 

mientras  que  el  determinante  de  esa  matriz  es  igual  al  intervalo, 
det<j(x)  = (re0)2  — (a:1)2  — (a:2)2  — ( x 3)2  = s2. 


(6.4.2) 


(6.4.3) 

(6.4.4) 


Inversamente,  dada  una  matriz  autoadjunta  A de  dimensión  2x2,  ella  determina 
un  vector  en  M4  cuyas  componentes  contravariantes  son 

xfi  = ^tr  {<v4},  (6.4.5) 

pudiendo  ser  escrita  como 

A = x^Cp.  (6.4.6) 

Las  transformaciones  de  Lorentz  son  tales  que  preservan  el  intervalo  s2,  de  modo 
que  corresponden  a las  transformaciones  lineales  de  la  matriz  cr(x)  que  la  mantienen 
autoadjunta  y dejan  invariante  su  determinante.  Consideremos  el  cambio 


o = A o{x)  A*  = cr+, 

=>■  detcr  = |det  A|2  det  a(x). 


(6.4.7) 


Entonces,  |det  A|2  = 1 =>  det  A = eld . Pero  ese  valor  se  debe  a una  fase  global  el9^2 
en  A que  no  tiene  consecuencias  sobre  la  transformación  (6.4.7).  De  ese  modo,  basta 
con  considerar  matrices  complejas  de  2 x 2 cuyo  determinante  es  det  A = 1. 

En  consecuencia,  el  grupo  de  transformaciones  que  debemos  considerar  es  lo  que 
hemos  llamado  SL( 2,  C)  y las  coordenadas  del  vector  transformado  están  dadas  por 

x ^ = -tr{a^  Aa(x)  A*},  con  A € SL( 2,C).  (6.4.8) 

Pero  aún  así,  — 12  6 SL( 2,  C)  y 


(-I2M2O  (-l2)f  = <r(x), 


(6.4.9) 


lo  que  corresponde  a no  variar  las  coordenadas. 

Dicho  de  otro  modo,  el  par  de  matrices  {+A,  —A}  C SL( 2,  C)  corresponden  a la 
misma  transformación  de  Por  lo  tanto,  hemos  establecido  un  homorfismo6  entre 

Evidentemente,  esto  se  corresponde  con  el  homomorfismo  existente  entre  SU (2)  y SO( 3), 

-4- 

subgrupos  de  SL( 2, C)  y C'+  respectivamente. 
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SL( 2,C)  y cuyo  núcleo  es  el  centro  del  primer  grupo, 


{+I2,  ^12}  ~ ^2- 


(6.4.10) 


En  consecuencia,  SL( 2,C)  (simplemente  conexo)  es  el  grupo  de  cubrimiento  de 
C\.  Y éste,  por  ser  doblemente  conexo  (£],_)  w resulta  globalmente  isomorfo 
al  grupo  cociente 

C\  « SL(2,C)/Z2.  (6.4.11) 

6.5.  Algebra  de  Lie  del  grupo  SL( 2,  C).  Representaciones 

Para  determinar  el  álgebra  de  Lie  de  SL(2,C),  tengamos  en  cuenta  que  para 
matrices  próximas  de  la  identidad,  A ~ 12  + A, 

det  A = 1 =>  tr{A}  = 0.  (6.5.1) 

Como  A es  compleja,  una  base  para  ese  espacio  lineal  (de  dimensión  2 x 22  — 2 = 6) 
está  dada  por 


{2^ 


ak,  con  k = 1 


,2.3}. 


(6.5.2) 


Naturalmente,  los  conmutadores  de  estas  matrices  reproducen  las  relaciones  de 

(6.2.11), 

aii  2 °t]  = * eijk  \ °k-, 


[2  ^ii  2 ( 2 &k)  > 


(6.5.3) 


[ 2 *^0  2 ® ^ijk  2 

como  corresponde  a grupos  localmente  isomorfos.  La  correspondencia  establecida 


es 


Lk  < > \ <Tk 

(6.5.5) 

Kk  < — * ~{ok- 

Por  exponenciación  de  elementos  en  el  álgebra  de  Lie  obtenemos  las  matrices 


(6.5.6) 


7Nótese  que  (6.5.3)  también  admite  la  identificación 
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Como  por  comparación  con  (6.3.7)  vemos  que  esta  representación 

fundamental  del  grupo  SL( 2,  C)  coincide  con  la  representación  irreducible  (1/2,0). 

La  representación  de  (6.5.6)  no  es  equivalente  a su  conjugada.  En  efecto,  teniendo 
en  cuenta  que 

<7k  = Ok  (6.5.7) 


vemos  que  la  representación  conjugada  de  (1/2, 0)  es  equivalente  a la  representación 
(0, 1/2)  de  la  ec.  (6.3.7)  (que  corresponde  a la  segunda  representación  fundamental 
del  álgebra  simple  (6.3.2),  de  rango  2): 


A*(a,0)=e 


-i  (a  + ifdf  ^ ok 


a2e 


i (a  + ifd)k  ^ crk 


° 2 


(6.5.8) 


es  decir, 

(£>(»(<*,/?))*  =a2D(°l)(a,P)a2.  (6.5.9) 


Los  vectores  de  la  representación  (1/2,0),  Vr,  son  llamados  espinores  de  Weyl 
de  polarización  izquierda,  mientras  que  los  de  la  representación  (0, 1/2),  i¡Jr,  son 
espinores  de  Weyl  de  polarización  derecha.  Los  espinores  de  Dirac8  son 
vectores  del  espacio  suma  directa  (1/2,0)  © (0, 1/2), 


* d = 


Í>L 

1pR 


los  que,  frente  a transformaciones  de  Lorentz,  cambian  según 


(6.5.10) 


A (<*,£)  0 

0 a2A*(a,/3)a2 


3 ’d ■ 


(6.5.11) 


La  transformación  de  las  coordenadas  que  induce  (6.4.7),  dada  en  la  ecuación 
(6.4.8),  es  la  que  corresponde  a las  componentes  contravariantes  de  un  tetravector. 
En  consecuencia,  éstos  se  transforman  como  vectores  de  una  representación  equiva- 
lente a la  (1/2, 1/2)  (de  dimensión  2x2  = 4).  En  efecto, 


vi  = Aon'  K*  (A*)w  = A¡¡,  . 


(6.5.12) 


Teniendo  en  cuenta  que  ipL  A ipi  con  A dada  en  la  Ec.  (6.5.6),  vemos  que  el 

producto  directo 

® Í>l}  AipL  ® (6.5.13) 

también  se  transforma  como  un  tetravector.  Sus  componentes  contravariantes  se 
obtienen  tomando  las  trazas 

^tr  {a^L  ® il>L] } = ^ ■ 


8Paul  Adrien  Maurice  Dirac  (1902  - 1984). 


(6.5.14) 
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Similarmnte,  de  la  Eq.  (6.5.8)  se  deduce  que  los  complejos  conjugados  de  los  vec- 
tores de  la  representación  (0, 1/2)  se  transforman  según  cr^R * A o^r  ■,  de  modo 
que  a 2 ipR*  ® ipRt(J2  también  se  transforma  como  un  tetravector,  y los  conjugados 
complejos  de  sus  componentes  contravariantes  resultan  de  tomar 


^tr  {cq,  a2^R*  <g>  ipR*^}*  = ^ Í>r} wfaiftR  = \ fpR^^R , (6.5.15) 


donde  hemos  definido  a0  = a0  = 12  y o*.  = ~ak , k = 1, 2, 3. 


Para  un  espinor  de  Dirac  tenemos  que  las  expresiones 


+ ^r^h^r  = V'D1’ 


0 


0 


(6.5.16) 

=v(“  o2)(:  o 

se  transforman  como  las  componentes  contravariantes  de  un  tetravector,  donde  he- 
mos definido  las  matrices  de  Dirac  (en  la  representación  de  Weyl)  como 


,k  — 1, 2, 3 , 


(6.5.17) 


y el  espinor  adjunto  como  ijjD  V’d^T0- 

A partir  de  las  propiedades  de  las  matrices  de  Pauli,  resulta  inmediato  verificar 
que  las  matrices  de  Dirac  satisfacen  el  álgebra  de  Clifford9 


{Íl,Í'}=9>WU. 


(6.5.18) 


El  producto  directo  de  representaciones  irreducibles  de  SX(2 , C)  se  descompone 
como  suma  directa  de  manera  consistente  con  la  descomposición  de  Clebsh  - Gordan 
de  productos  directos  de  representaciones  irreducibles  de  SU (2). 

Por  ejemplo,  (1/2, 0)  <S>  (1/2, 0)  = (1,0)  0 (0, 0).  Se  verifica  que  la  representación 
(1,0),  de  dimensión  3,  corresponde  a tensores  antisimétricos  autoduales, 

F^v  = -Fv»  = ^ ^apFaP.  (6.5.19) 
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Apéndice  A 


EJERCICIOS  PROPUESTOS 

A.l.  Teoría  de  Grupos  - Generalidades 

1.  Mostrar  que  los  siguientes  conjuntos  constituyen  grupos  respecto  del  produc- 
to usual  entre  reales: 

“)  {-1,1} 
b)  Q - {0} 

2.  Mostrar  la  unicidad  del  elemento  neutro  e y del  inverso  de  todo  elemento  g 
de  un  grupo. 

3.  Dadas  las  permutaciones  que  tienen  la  siguiente  descomposición  en  ciclos: 
a = (1  3 2)(4  5)  y r = (1  5 4 2 3),  elementos  de  S5,  calcular 

a)  a-1,  t-1, 

b ) crr,  rer, 

c)  (crr)-1,  t-1<7-1. 

Determinar  las  matrices  correspondientes  a todos  esos  elementos  en  la  repre- 
sentación regular  de  S5:  M(a),  M(t),  etc. 

4.  Dada  la  permutación  (1  7 4 3 2) (5  8 6)  (9  10)  E 510,  dar  su  descomposición 
en  trasposiciones  simples,  determinar  su  paridad  y el  número  de  elementos 
que  deja  invariantes. 

5.  Mostrar  que  existe  un  único  grupo  abstracto  de  tres  elementos,  isomorfo  a 
Z3  (grupo  abeliano  de  enteros  con  la  operación  de  suma  módulo  3).  Mostrar 
que  el  conjunto  de  las  raíces  cúbicas  de  la  unidad  con  el  producto  usual  entre 
complejos  constituye  una  realización  de  este  grupo. 

6.  Construir  la  tabla  de  la  operación  correspondiente  a S3,  grupo  de  permuta- 
ciones de  tres  elementos.  Identificar  los  subgrupos  propios  de  este  grupo. 
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7.  Dados  dos  grupos  G y H:  se  define  el  grupo  producto  directo  como  G x H = 

{( 9,h)\geG , 

h E H},  con  la  ley  de  composición  (gly  h\)  ■ ( g2 , h2)  = ( g\  • g2,  /¿i  ■ h2). 

a)  Verificar  que  G x H es  un  grupo. 

b)  Mostrar  que  el  conjunto  G formado  por  elementos  de  la  forma  (g,  e#)  es 
un  subgrupo  invariante  G x H.  Idem  con  H definido  como  el  conjunto 
de  elementos  de  la  forma  (e^,  h). 

c)  Mostrar  que  todo  elemento  de  G x H puede  expresarse  como  el  producto 
de  un  elemento  de  G por  otro  elemento  de  //,  y que  esos  elementos  son 
únicos. 

8.  Dado  el  conjunto  de  los  enteros  múltiplos  de  n 6 N,  mostrar  que  se  trata 
de  un  subgrupo  invariante  del  grupo  de  los  enteros  Z (respecto  de  la  suma 
usual) . Construir  los  cosets  correspondientes  y mostrar  que  el  grupo  cociente 
es  isomorfo  a Zn. 

A. 2.  Homomorfismo  - Representaciones  lineales 

9.  Mostrar  que  una  representación  fiel  unidimensional  del  grupo  de  rotaciones 
en  el  plano,  50(2)  « U(  1),  está  dada  por 

R(ip)  = e1^  , O < ip  < 2n . 

Mostrar  que  una  aplicación  fm  : U (1)  — > U(  1)  dada  por  = eim(p, 

m E Z,  constituye  un  homomorfismo.  Hallar  su  núcleo  y decir  si,  para  algún 
m,  esa  aplicación  es  un  isomorfismo. 

10.  Considerar  el  grupo  E2  de  desplazamientos  (traslaciones  y rotaciones)  en  el 
plano  IR2, 

T(ip,  a)x  :=  i?(<^)x  + a , con  R(p>)  E 50(2)  y a € IR2  . 

Mostrar  que  las  matrices  de  la  forma 

( eos  <p  — sin  ip 
sin  <p  eos  p 

\ 0 0 

constituyen  una  representación  matricial  fiel  de  ese  grupo.  Mostrar  que  esta 
representación  es  reducible  y que  contiene  una  representación  fiel  del  grupo 


A. 2.  HOMOMORFISMO  - REPRESENTACIONES  LINEALES 
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50(2)  en  cuyo  espacio  de  representación  las  traslaciones  actúan  de  manera 
trivial. 

11.  Dada  una,  representación  D de  un  grupo  G,  mostrar  que 

a)  D *,  (O*)-1  y (D')_1  también  son  representaciones  de  dicho  grupo, 

b)  si  D es  reducible,  entonces  D*  también  lo  es. 

c)  Si  D es  unitaria,  entonces  D *,  y también  lo  son. 

12.  a)  Mostrar  que  el  producto  directo  de  dos  representaciones  de  un  grupo  G 

constituye  una  representación  matricial  del  mismo. 

b)  Mostrar  que  el  producto  directo  de  representaciones  unitarias  es  también 
una  representación  unitaria. 

c)  Mostrar  que  los  caracteres  de  la  representación  producto  directo  están 
dados  por  el  producto  de  los  caracteres  de  cada  factor. 

13.  Determinar  cuántas  clases  de  equivalencia  de  representaciones  irreducibles 
tiene  el  grupo  53  así  como  la  dimensión  de  cada  una  de  ellas.  Construir  su 
tabla  de  caracteres  empleando  las  relaciones  de  ortogonalidad. 

14.  Construir  la  tabla  de  caracteres  del  grupo  53  empleando  las  relaciones  deriva- 
das del  álgebra  del  grupo  (Sugerencia:  determinar  el  conjunto  de  coeficientes 
Cjjfc  para  este  grupo). 

15.  Considerar  la  representación  de  definición  del  grupo  de  permutaciones  53 
(formada  por  matrices  de  3 x 3 - ver  Ejemplo  3.4)  y construir  su  vector 
de  caracteres.  Emplear  las  relaciones  de  ortogonalidad  de  caracteres  para 
mostrar  que  ella  puede  descomponerse  como  suma  directa  de  la  representa- 
ción trivial  y una  representación  irreducible  de  dimensión  2x2.  Determinar 
explícitamente  esta  representación  bidimensional  (Sugerencia:  diagonalizar 
una  matriz  de  la  representación,  M (a)  por  ejemplo,  y mostrar  que  una  mis- 
ma transformación  de  similitud  lleva  a todas  las  matrices  a la  forma  diagonal 
en  bloques) . Mostrar  que  la  representación  resultante  es  equivalente  a su  con- 
jugada (Nótese  que  S3  tiene  una  única  clase  de  representaciones  irreducibles 
de  dimensión  2x2). 

16.  La  molécula  de  amoníaco,  NH3,  está  formada  por  tres  átomos  de  Hidrogeno 
y uno  de  Nitrógeno.  En  sus  posiciones  de  equilibrio,  los  átomos  de  Hidrógeno 
están  dispuestos  en  los  vértices  de  un  triángulo  equilátero,  mientras  que  el 
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átomo  de  Nitrógeno  se  ubica  en  algún  punto  del  eje  perpendicular  a ese 
triángulo  por  su  centro. 

a)  Determinar  el  grupo  de  simetrías  de  esa  molécula.  (Sugerencia:  considerar 
las  rotaciones  y reflexiones  que  dejan  invariante  la  forma  de  la  molécula.) 

b)  Teniendo  en  cuenta  que  el  potencial  al  que  está  sometido  un  electrón 
de  esa  molécula  (despreciando  la  interacción  entre  electrones)  tiene  esa 
misma  simetría,  indicar  cuáles  son  las  degeneraciones  esperables  de  los 
autovalores  del  correspondiente  Hamiltoniano.  (Sugerencia:  considerar  la 
tabla  de  caracteres  del  grupo  de  simetrías  de  la  molécula.) 

A. 3.  Grupos  continuos  - Álgebras  de  Lie 

17.  Calcular  las  dimensiones  de  los  siguientes  grupos  continuos: 

GL(n,  C),  GL{n,R ),  SL(n,C),  SL(n,R),  U(n),  SU(n),  O(n),  50(n)  y 
Sp(2n , R). 

18.  Determinar  el  álgebra  de  Lie  de  los  grupos  GL(n,  R)  y GL(n,  C)  (Sugerencia: 
considerar  una  base  del  espacio  vectorial  formado  por  matrices  de  la  forma 

Eij  = | e* ) (ej  | , donde  (e^)  = 8V  , 

y determinar  las  constantes  de  estructura  calculando  los  conmutadores  de 
los  generadores  así  definidos.) 

19.  Construir  de  manera  similar  los  generadores  de  SU (n)  y de  50(n)  y deter- 
minar las  correspondientes  álgebras  de  Lie.  Dar  explícitamente  el  resultado 
para  las  álgebras  de  los  grupos  SU(2),  SU(3),  SO( 3)  y 50(4). 

20.  Considerar  el  grupo  (doblemente  conexo)  50(4). 

a)  Mostrar  que  su  álgebra  de  Lie  (semi-simple)  se  descompone  como  suma 
directa  de  dos  álgebras  (simples)  su( 2)  (Sugerencia:  considerar  la  base 
del  álgebra  de  Lie  formada  por  las  matrices 

Xf1  = 4 («23  ± «14)  , «f  ’ = -i  («31  ± «2l)  , 

Xf>  = -l(«12±«34)  , 

y calcular  sus  conmutadores). 

b ) Mostrar  que,  en  consecuencia,  50(4)  « ( SU (2 ) ® SU (2))  ¡TL^. 

21.  Considerar  el  grupo  simpléctico  5p(2,  R). 


A. 3.  GRUPOS  CONTINUOS  - ALGEBRAS  DE  LIE 
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a)  Mostrar  que  Sp(2,  IR)  coincide  con  SL( 2,  IR)  (Por  el  contrario,  para  n > 1, 
Sp(2n,  IR)  es  un  subgrupo  propio  de  SL(2n,  IR)). 

b)  Teniendo  en  cuenta  que  detM  = 1 =>  trlogM  = 0,  mostrar  que  si 

M = eA  e Sp(2,  IR)  (o  SL( 2,  IR)),  entonces 

. . sinh  a , — 

M = cosh  al2  H A , con  a = v — det  A . 

a 

c ) Tomando  valores  pequeños  para  los  elementos  de  matriz  de  A,  mostrar 
que  los  generadores  de  este  grupo  pueden  ser  elegidos  como 

{-¿<r3,  -ia+,  — zcr_}  . 

Calcular  las  correspondientes  constantes  de  estructura. 


22.  Determinar  la  dimensión  del  álgebra  de  Lie  del  grupo  Sp(n ) definido  como 
la  intersección  Sp{n ) = U (2 n)  D Sp(2n,  C). 


23.  Considerar  dos  pares  de  variables  canónicas  conjugadas,  Xi,pi,i  = 1,2.  Ellas 
satisfacen  las  relaciones  de  conmutación 


[x¿ , xj]  = 0 , [Xi,pj)  = ihóij  , \puPj]  = 0 . 


Mostrar  que  la  matriz  U que  realiza  una  transformación  canónica  (lineal)  a 
otros  dos  pares  de  variables,  Xi,  Pi , i = 1,2,  es  un  elemento  de  Sp(4,  IR).  Para 
ello  definir 


(X1  \ 

( X\  N 

, V = 

Px 

Pl 

\P2  ) 

\ p2  j 

con  £ = Ur¡ 


y calcular  la  matriz  cuyos  elementos  están  dados  por  los  conmutadores  de 
las  variables  canónicas, 


g-=7h  «<'«>• 

Finalmente,  mostrar  que  UGU 4 = G y que  WGU  = G. 


24.  Se  define  la  forma  de  Killing  de  un  álgebra  de  Lie  como  la  matriz  real  simétri- 
ca cuyos  elementos  están  dados  por 

g^i/  = tr  {Mp  M„}  = — Cvf}  = gvti , 

donde  las  matrices  son  los  generadores  en  la  representación  adjunta, 

(MX-=i  v- 
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Mostrar  que  las  constantes  definidas  por 

C/íi/A  :=  <V  </„*  = - Cj  Cx° 

son  totalmente  antisimétricas  en  sus  tres  índices.  (Sugerencia:  emplear  las 
identidades  de  Bianchi). 

25.  Mostrar  que  la  forma  de  Killing  para  los  grupos  SU(2)  y SO (3)  (con  la 
elección  de  generadores  de  la  Sección  5.2)  está  dada  por  = 2 

26.  Se  puede  demostrar  que  un  álgebra  de  Lie  es  semi-simple  (es  decir,  es  un 
álgebra  que  corresponde  a un  grupo  de  Lie  que  no  contiene  subgrupos  de  Lie 
invariantes  que  sean  Abelianos)  si  y sólo  si  su  forma  de  Killing  es  regular  (es 
decir,  si  det  g ^ 0).  En  ese  caso,  su  inversa  existe  y satisface  Qga  v = ó 

Mostrar  que,  en  esas  condiciones,  el  invariante  cuadrático  fundamental 
de  Casimir,  dado  por 

K = tfvXiíXv , (A. 3.1) 

donde  g es  la  inversa  de  la  forma  de  Killing,  conmuta  con  los  generadores. 


27.  Dado  que  la  forma  de  Killing  de  grupos  de  Lie  simples  compactos  es  positiva 
definida,  mostrar  que  sus  constantes  de  estructura  pueden  ser  elegidas  de 
modo  que  sean  completamente  antisimétricas. 


28.  Determinar  el  álgebra  de  Lie  del  grupo  50(1,  2). 

a)  Mostrar  que  los  generadores  pueden  ser  elegidos  como 


(0 

0 

0 

\ 

í 0 

0 

—i 

II 

* 

0 

0 

—i 

II 

. <N 

0 

0 

0 

^0 

i 

0 

/ 

u 

0 

0 

x3 


/O  ! 0\ 
¿00. 
\ 0 0 0 / 


Determinar  las  correspondientes  constantes  de  estructura  y construir  la 
representación  adjunta  del  álgebra. 

b)  Construir  la  forma  de  Killing  y mostrar  que  el  grupo  50(1, 2)  es  simple 
y no  compacto  (Recordar  que  un  grupo  de  Lie  simple  es  compacto  si  y 
sólo  si  su  forma  de  Killing  es  positiva  definida). 

c)  Redefinir  la  base  de  generadores  como 


D :=  —2X3 , :=(*!- Xa),  H :=  ( X1  + X2)  , 


y determinar  las  correspondientes  constantes  de  estructura. 


A. 3.  GRUPOS  CONTINUOS  - ALGEBRAS  DE  LIE 
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29.  El  generador  de  las  transformaciones  de  escala  (dilataciones)  en  Mecánica 
Cuántica  se  define  como  el  operador  diferencial 

1 

D:=- - (x  • p + p • x)  , 

donde  los  operadores  posición  y momento,  xyp,  satisfacen  las  relaciones  de 
conmutación  \pk,  x¡\  = —iSki  (tomando  h = 1).  En  efecto, 


D,  xk 


iXk, 


D,pk 


iPk 


donde  las  coordenadas  se  transforman  como  magnitudes  de  dimensión  1 (lon- 
gitud) y los  momentos  según  la  dimensión  opuesta  (inversa  de  longitud). 

Introducimos  dos  magnitudes,  K :=  x2/2  y H :=  p2/2,  con  dimensión  2 
y -2  respectivamente, 

[A  A'J  = 2 iK , |A,  = -2 iH , 

cuyo  conmutador  es 

H,  k]  = íD  . 

a)  Mostrar  que  esos  tres  operadores  generan  un  álgebra  isomorfa  a so(l,  2) 
(Sugerencia:  comparar  con  los  resultados  del  problema  28c). 

b)  Tomando  a H como  el  Hamiltoniano  de  una  partícula  libre,  mostrar  que 
los  siguientes  operadores  con  dependencia  explícita  del  tiempo  f, 

H(t)  = H,  D(t)  = í)  + 2tH,  K(t)  = K + ti)  + t2H , 

satisfacen  en  todo  instante  el  álgebra  conforme  del  grupo  -50(1,  2), 

D(t),K(t)]  =2  iK{t), 


í)(t),H{t)  =-2  iH(t), 


H(t),K(t)  = iD(t) . 

c)  Teniendo  en  cuenta  que,  en  el  esquema  de  Heisenberg,  la  derivada  total 
de  un  operador  respecto  del  tiempo  está  dada  por 

Ó(t)=i[6,0{tj\  +dtO(t), 

mostrar  que  los  operadores  H(t),  K(t)  y D(t)  son  constantes  de  movi- 
miento. 

30.  Considerar  el  álgebra  de  Lie  del  grupo  SU (3).  Definir  los  generadores  en 
términos  de  las  matrices  de  Gell-Mann  como  Tk  = A^/2. 
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a)  Calcular  las  correspondientes  constantes  de  estructura.  Mostrar  que  re- 
sultan completamente  antisimétricas  y que  el  rango  del  álgebra  es  r = 2. 

b)  Construir  los  generadores  en  la  representación  adjunta  y determinar  la 
forma  de  Killing.  Mostrar  que  es  regular  (el  grupo  es  simple). 

c)  Calcular  el  operador  de  Casimir  en  las  representaciones  fundamental  y 
adjunta. 

d)  Llevar  el  álgebra  a la  forma  normal  de  Cartan:  determinar  la  subálgebra 
de  Cartan  y las  correspondientes  raíces  (vectores  de  un  espacio  euclídeo 
bidimensional). 


31.  Mostrar  que  las  medidas  de  integración  invariantes  a izquierda  y derecha  del 
grupo  de  Heisenberg  real  (ver  Ejemplo  5.2),  cuyos  elementos  son  de  la  forma 


M(a,  b,  c ) 


( 1 a b \ 

0 1c, 
\0  0 l) 


con  a,  b,  c 6 R , 


(A.3.2) 


coinciden  (a  pesar  de  que  se  trata  de  un  grupo  no  compacto)  y están  dadas 
por  dfi  = da  db  de. 


32.  Determinar  la  medida  invariante  del  grupo  SU( 2)  a partir  de  su  representa- 
ción fundamental.  Calcular  su  volumen  invariante  (Sugerencia:  ver  Sección 
5.5). 


A. 4.  Representaciones  irreducibles  de  SU (2)  y 50( 3)  - 

Aplicaciones 


33.  Construir  las  representaciones  irreducibles  del  grupo  SU  (2)  correspondientes 
a j = 1 y j = 3/2.  Determinar  la  dimensión  de  cada  representación  y calcular 
explícitamente  las  matrices  correspondientes  a los  generadores  J2,  J1}  J2,  J3, 

J+  y J- 

Dado  el  homomorfismo  que  liga  los  grupos  SU (2)  y 50(3),  determina  si 
alguna  de  esas  representaciones  es  una  representación  ordinaria  de  50(3). 

34.  A partir  de  sus  constantes  de  estructura,  construir  la  representación  adjunta 
de  SU( 2)  y mostrar  que  es  equivalente  a la  representación  j = 1. 


A. 4.  REPRESENTACIONES  IRREDUCIBLES  DE  SU (2)  Y 50(3) 
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35.  Determinar  la  función  de  caracteres  correspondiente  a la  representación  irre- 
ducible j de  517(2)  (Sugerencia:  ver  Sección  5.6).  Empleando  la  medida  in- 
variante en  ese  grupo,  mostrar  que  esos  vectores  son  ortogonales  entre  sí  y 
de  norma  no  nula. 

36.  Determinar  el  vector  de  caracteres  de  la  representación  producto  directo 
D^jl>  <g>  y calcular  cuántas  veces  está  en  ella  contenida  la  representación 
irreducible  D^\ 

37.  Determinar  los  coeficientes  de  Clebsh-Gordan  para  la  descomposición  del 
producto  directo  D{[/2^  <g>  D(1)  como  suma  directa  de  representaciones  irre- 
ducibles. 


38.  Considerar  un  oscilador  armónico  isótropo  en  el  plano,  descrito  por  el  Ha- 
miltoniano  (tomamos  huí  = 1) 


H = ^ajai  + a\a2  + 1^  . 


donde  los  operadores  de  creación  y destrucción  están  definidos  como 

Qj  + iPj 


t Qj  iPj 

V2  ’ 


aj  ' — ÍK  1 a3  ' — 


V2  ’ 


con  j = 1,2,  operadores  que  satisfacen 


a j , ak 


= ~Ójk- 


Definiendo  nuevos  operadores  de  creación  y destrucción  como 


a := 


CL\  ~\~  Íd2 


b:= 


CL\  — Zd2 


V2  ' 


I aj  — ia\  ^ aj  + ia\ 


^2  ’ 


V2 

se  tiene  que 

[a,  af]  = 1 = [ b , 6f]  , [a,  b]  = O = [a,  6+]  , 

y,  para  el  Hamiltoniano  y el  momento  angular, 

H = (afa  + tfb  + 1)  , L = (b'b  - afa)  . 


y/2  ’ 


Definiendo  ahora 

Jo  :=--L=  Na~Nb 


J+  :=  a)b , J_  :=  J+ * = b^a . 


mostrar: 

a)  que  estos  operadores  generan  un  álgebra  su( 2), 

b)  que  el  operador  cuadrático  de  Casimir  de  esa  álgebra  es  J2  = (H2  — 1)  /4, 
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c)  que  los  subespacios  característicos  de  H,  correspondientes  a autovalores 
(na  + + 1)  = 71  + 1,  son  espacios  de  representación  de  esa  álgebra 

correspondientes  a 

n _ na  + Ttf) 

3 ~ 2 ~ 2 ’ 

con  m := - = ~J,  ~J  + 1,  • • • , J - 1,  J ■ 

39.  Considerar  el  Hamiltoniano  del  átomo  de  Hidrógeno, 


donde  r = Vx+  H resulta  invariante  frente  a rotaciones,  generadas  en  L2  (M:!) 
por  las  componentes  del  momento  angular  de  la  partícula,  L :=  x x p, 
operadores  que  satisfacen  las  relaciones  de  conmutación 

[Li,  Lj]  — i€iji¡Lk  i (H)  ^-j]  — 0 . 

El  vector  de  Runge  y Lenz,  definido  como 

1 X 

A :=  — (L  x p — p x L)  + me2  — , 

2 r 

es  una  constante  de  movimiento  dado  que  también  conmuta  con  H, 

[H,  A]=0, 

como  puede  verificarse  fácilmente.  Por  ser  una  magnitud  vectorial,  se  trans- 
forma como  vector  frente  a rotaciones  en  el  espacio,  lo  que  equivale  a decir 
que 

[Zí¿,  Aj\  = ie^Ak  ■ 

Mediante  un  (tedioso)  cálculo  directo  puede  verificarse  que  también  se  satis- 
facen las  siguientes  relaciones 

[A¿,  Aj\  = Í€i jk  Lk  2mH , 

L • A = 0 = A L , A2  = 2 mH  (L2  + l)  + mV  . 

Nótese  que  el  segundo  miembro  de  la  primera  ecuación  no  es  lineal  en  los  ope- 
radores {L,  A,  H)  sino  cuadrático,  de  modo  que  ese  conjunto  de  operadores 
no  generan  un  álgebra  de  Lie  (con  H incorporado  como  extensión  central). 


A. 4.  REPRESENTACIONES  IRREDUCIBLES  DE  SU( 2)  Y 50(3) 
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No  obstante,  los  subespacios  característicos  del  Hamiltoniano  son  espa- 
cios de  representación  del  álgebra  generada  por  {L,A}.  En  efecto,  en  el 
subespacio  correspondiente  al  autovalor  E tenemos 

[áj,  dj]  — *2*171  E ZEijlc  Lfc  . 

En  particular,  si  consideramos  estados  ligados,  con  E = — |E|  < O,  y defini- 
mos K :=  A/y/2m\E\  obtenemos  el  álgebra 

[U,  Lj\  = itijkLk , [Lí,  Kj ] = , [Ej,  K j\  = itíjk  Lk  ■ 

a)  Mostrar  que  esa  álgebra  es  isomorfa  a so(4)  (ver  problema  20).  Para  ello 
definir  M :=  (L  + K)  /2  y N :=  (L  — K)  /2  y mostrar  que 

[Mi,  Mj]  = itijkMk , [Ni,  Nj]  = ieijkNk , [M¿,  Nj\  = O . 

b ) Mostrar  que  los  invariantes  cuadráticos  de  Casimir  de  esta  álgebra  (de 
rango  2)  coinciden  en  cada  subespacio  característico  de  H y están  dados 
por 

me4  | 

mi 

donde 

K2  = -(L2  + 1>  + W 

y j es  un  entero  o semientero,  j = £ , k E {0, 1, 2,  • • • }. 

En  consecuencia,  los  generadores  tienen  la  representación 

MjP  = J?’  ® l«+i , JVtü)  = ljj+i  ® ■>!? . 

donde  los  ./(J son  los  generadores  de  SU ( 2 ) en  la  representación  (unita- 
ria)  irreducible  (SU( 2)). 

c)  En  esas  condiciones,  existe  una  simetría  accidental  responsable  de  una 

degeneración  de  las  autoenergías  mayor  que  la  que  surge  de  la  invarian- 
cia  rotacional  del  Hamiltoniano,  cuyas  representaciones  irreducibles  son 
de  la  forma  (SU( 2))  ® (57/(2))  y que  resulta  suficientemente 

vinculante  como  para  determinar  completamente  esos  autovalores. 

En  efecto,  mostrar  que  de  la  ec.  (A.4.1)  se  obtiene  la  serie  de  Balmer, 

JTLC^ 

En  = — X 2 ’ n = 2J  + 1 = 1.2,3,- ••  , 

2n¿ 

con  una  degeneración  n2  = (2 j + 1)  x (2 j + 1). 


1 = 4jQ  + 1)  1 , (A.4.1) 


4M2  = 4N2  = L2  + K2  = \ -1  + 


I 
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Puede  construirse  una  base  del  espacio  de  representación  con  los  auto- 


vectores  de  M3  y N3,  los  que  están  identificados  por  los  correspondientes 
autovalores,  m3  y n3  respectivamente, 

{\j,  m3,  n3)  :=  | j,  m3)  ® | j,  n3) , —j  < m3,  n3  < j}  . 

d)  Teniendo  en  cuenta  que  L = M + N,  y dada  la  estructura  de  produc- 
to directo  de  representaciones  irreducibles  de  SU (2)  que  presentan  los 
subespacios  característicos  del  Hamiltoniano,  mostrar  que  las  representa- 
ciones irreducibles  de  50(3)  contenidas  en  cada  uno  de  esos  subespacios 
corresponden  a / = 0, 1, 2,  • • • ,2  j = n — 1 (una  vez  cada  una).  Verificar 
que  la  suma  de  sus  dimensiones  coincide  con  la  degeneración  del  autova- 
lor,  n2  = (2 j + l)2.  En  particular,  notar  que  los  autovalores  de  operador 
L3,  l3  = m3  + n3,  son  enteros. 

40.  Los  generadores  del  grupo  de  rotaciones  están  realizados  en  el  espacio  de 
Hilbert  de  una  partícula  de  Schródinger,  L2  (R3),  por  las  componentes  del 
operador  momento  angular  L :=  xx  p.  Con  p = —¿V,  y referido  a un  sistema 
de  coordenadas  esféricas,  mostrar  que 


a) 


1 d 2 


sin#2  d(f2  ’ 


b)  los  autovectores  simultáneos  de  L2  y L3  son  los  armónicos  esféricos , 
dados  por 


correspondientes  a los  autovalores  /(/  + 1)  y m respectivamente,  donde 
los  P[n(x)  son  los  polinomios  asociados  de  Legendre , 


c )  los  armónicos  esféricos  están  normalizados  de  modo  que 


A. 5.  CLASIFICACION  Y REPRESENTACION  DE  ALGEBRAS  SIMPLES 
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A. 5.  Clasificación  y representación  de  álgebras  simples 


41.  Considerar  el  álgebra  simple  A2,  correspondiente  al  grupo  SU (3).  Una  posible 
elección  para  los  generadores  7*  , k = 1, 2,  • • • , 8,  ha  sido  dada  en  el  Ejemplo 
5.3  de  la  página  113. 

a)  Comprobar  que  Tr  {X¿}  = 0 y Tr  {TiTj}  = t,  íy. 

b)  Calcular  las  correspondientes  constantes  de  estructura. 

c)  Construir  los  generadores  en  la  representación  adjunta  y con  ellos  la 
forma  de  Killing.  Mostrar  que  g = 3 x 18,  regular  y positiva  definida,  lo 
que  corresponde  a un  grupo  simple  compacto. 

d)  Mostrar  que  el  invariante  cuadrático  de  Casimir  en  la  representación  de 
definición  es  1 13  y en  la  representación  adjunta  es  18. 

e)  Construir  la  base  estándar  de  Cartan  adoptando  a Hx  = T3  y H2  = Ts 
como  generadores  de  la  subálgebra  de  Cartan  y a 

rp± ^6  ~F  iTj  pj.  T4  ± ¿T5  _ T\  =t  iT2 

como  operadores  escalera.  Determinar  las  correspondientes  raíces  e iden- 
tificar a las  raíces  simples.  Mostrar  que  ellas  son 

a<»  = l(l,-v/3)‘  < a»>  = i(l.V5)‘. 

/)  Mostrar  que  existe  otra  raíz  positiva,  á ^ = ¿d1)  + áS2\  que  las  restan- 
tes raíces  no  nulas  pueden  obtenerse  mediante  las  transformaciones  del 
grupo  de  Weyl,  /3  —>  ¡3  — a , Vo-,  /3,  y que  todas  ellas  tienen  la  mis- 
ma longitud  (respecto  de  la  métrica  inducida  por  la  forma  de  Killing: 
(a  • a)  = ong^aij). 

g)  Determinar  los  pesos  fundamentales,  vectores  que  forman  la  base  dual  de 
la  base  no  ortogonal  de  R2  provista  por  las  raíces  simples  y que  satisfacen 

. a(0)  = I con  k,l  = 1, 2. 

h)  Determinar  la  expresión  de  los  generadores  de  la  base  estándar  de  Cartan 
en  la  representación  adjunta  y verificar  que  las  únicas  componentes  no 
nulas  de  la  correspondiente  forma  de  Killing  son 

3 

9ak-ak  = 9-<¡kAk  = 1 » 9h  = 2'52  = 3áú  1 *.  3 = !>  2. 

fc=i 

i)  verificar  que  se  satisfacen  las  relaciones 

[E¡, í*]  = . [£,+,  El]  ~ E*  , etc. 
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raíces  y pesos  fundamentales  de  SU(3) 


h2 


FIGURA  1.  Diagramas  de  raíces  y pesos  fundamentales  del  álgebra  A2  (SU (3)). 

j ) Los  pesos  máximos  (no  degenerados)  de  las  representaciones  irreducibles 
de  SU( 3),  D^1,Í2),  son  de  la  forma  M = lirri\  + l2m2,  con  h G Z+. 
Construir  el  diagrama  de  pesos  de  las  representaciones  fundamentales, 
Db’°)  y D^0,1\  y de  la  representación  adjunta  Téngase  en  cuenta 

que  la  dimensión  de  la  representación  irreducible  D(Í1,Í2^  está  dada  por  la 
fórmula  de  Weyl,  d = (li  + 1)  ( l2  + 1)  (^±b  + l) , y que  las  operaciones 
del  grupo  de  Weyl  no  permiten  obtener  los  pesos  nulos  a partir  del  peso 
máximo. 

Ver  figura  1. 


A. 6.  El  grupo  de  Lorentz 


42.  Determinar  la  ley  de  composición  correspondiente  al  grupo  cociente  entre  el 
grupo  de  Lorentz  y su  subgrupo  propio  ortócrono,  0(1, 3)/£^. 

43.  Mostrar  que  C\  es  no  compacto  (Sugerencia:  considerar  los  boosts).  ¿Cabe 
esperar  que  este  grupo  tenga  representaciones  matriciales  unitarias? 


A. 6.  EL  GRUPO  DE  LORENTZ 


167 


44.  Determinar  el  álgebra  de  Lie  del  grupo  50(1, 3)  (Sugerencia:  considerar  el 
espacio  de  las  matrices  de  4 x 4 reales  y antisimétricas).  ¿Qué  dimensión 
tiene  esa  álgebra? 

Mostrar  que  los  generadores  pueden  elegirse  como 
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y que  esas  matrices  satisfacen  las  relaciones  de  conmutación  de  la  Ec.  6.2.11. 


45.  Construir  la  representación  adjunta  del  grupo  50(1,3).  Mostrar  que  la  for- 
ma de  Killing  es  regular  (lo  que  corresponde  a un  álgebra  semi-simple)  pero 
no  positiva  definida  (lo  que  refleja  el  hecho  de  que  el  grupo  es  no  compac- 
to). Mostrar  que  esa  representación  adjunta  corresponde  a la  representación 
irreducible  (j+  = \,j~  = 1)  (Sugerencia:  Construir  las  matrices  correspon- 
dientes a las  combinaciones  y con  ellas  los  correspondientes  invariantes 
cuadráticos  de  Casimir). 

46.  Mostrar  que  los  operadores  diferenciales  (definidos  sobre  funciones  suaves  de 
las  coordenadas  del  espacio-tiempo)  Lap  :=  —i(xadp  — xpda),  con  a,  f3  = 
0, 1,  2, 3,  generan  un  álgebra  isomorfa  a la  del  grupo  50(1, 3). 

47.  Mostrar  que  existe  una  correspondencia  biunívoca  entre  el  espacio  de 
Minkowski  M4  y el  espacio  de  las  matrices  autoadjuntas  de  2 x 2.  Dar  la 
expresión  del  intervalo  s2  en  esta  segunda  representación  y determinar  el 
grupo  de  transformaciones  lineales  que  lo  dejan  invariante.  Mostrar  que  exis- 
te un  homomorfismo  entre  este  grupo  y C\. 
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48.  Determinar  el  álgebra  de  Lie  del  grupo  SL(2 , C).  Mostrar  que  es  de  rango  2 
y decir  cuántas  representaciones  fundamentales  tiene  esa  álgebra. 

49.  Identificar  una  representación  fundamental  de  SL( 2,  C)  (determinar  que  par 
(j+ , j- ) le  corresponde).  Mostrar  que  su  conjugada  es  no  equivalente  a dicha 
representación  fundamental. 

50.  Mostrar  que  un  tetravector  se  transforma  como  vector  de  una  representación 
irreducible  de  SL( 2,  C)  equivalente  a la  representación  (1/2, 1/2).  (Sugeren- 
cia: ver  Ejercicio  47). 

51.  Verificar  que  las  matrices  de  Dirac  (definidas  en  (6.5.17))  satisfacen  el  álgebra 
de  Clifford 

{-f,-f}=sru. 


52.  Considerar  el  grupo  0(1,2),  grupo  de  isometrías  de  un  espacio  pseudo- 
euclídeo  de  signatura  (1,3)  (grupo  de  Lorentz  en  un  espacio  de  Minkowski 
M3,  con  métrica  g = diag  (1,  —1,  —1)). 

a)  Mostrar  que  se  trata  de  un  grupo  no  conexo,  no  compacto  de  dimensión 
3.  (Ver  Ejercicio  28). 

b)  Mostrar  que  el  espacio  M3  puede  ser  representado  como  un  espacio  de 
matrices  reales  simétricas  de  2 x 2,  que  puede  ser  generado  por  las  ma- 
trices {12,  cr3,  crx},  mediante  la  relación 

/ Xo  + X1  X2 
y X2  x°  — X1 

de  modo  que  el  intervalo  s 2 está  dado  por 

s 2 = (a:0)2  — (a:1)2  — (a:2)2  = det<r(x) . 

c)  Mostrar  que  el  subgrupo  conexo  invariante  50(1,2)  es  homomorfo1  a 
SL{ 2,  M)  (Ver  Ejemplo  5.1  en  pag.  100  y Sección  6.4). 

d)  Mostrar  que  los  elementos  de  SL(2,  M),  escritos  como  A = elA  con  iA 
real  y de  traza  nula,  pueden  ser  generados  por  |X0  :=  — | <r2,  -Vi  :=  f oq, 
X2  :=  | <x3  } y determinar  las  correspondientes  constantes  de  estructura. 

1 El  grupo  de  cubrimiento  de  5X(2,  M),  SL(2,  M),  es  un  ejemplo  de  grupo  de  Lie  de  dimensión 

finita  que  no  admite  representaciones  matriciales  fieles,  es  decir,  no  es  un  grupo  de  matrices. 


<r(x)  :=  ar°l2  + x1a 3 + x2ax 
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e)  Determinar  la  forma  de  Killing  y mostrar  que  el  invariante  cuadrático  de 
Casimir  está  dado  por 

X2 v 2 v 2 v 2 

• — Aq  — -A  i — y\2  • 

/)  Considerar  la  complexificación  de  esta  álgebra  de  Lie  y mostrar  que 
está  asociada  a la  misma  álgebra  simple  compacta  que  el  álgebra  del 
grupo  SU( 2)  (A\  en  la  clasificación  de  Cartan  - Ver  Sección  5.8).  (Su- 
gerencia: considerar  las  combinaciones  complejas  J3  = Xo,  J2  = iX\  y 

Ji  = ~iX2). 

g)  A partir  de  las  representaciones  (unitarias)  irreducibles  de  SU (2),  cons- 
truir por  prolongación  analítica  las  representaciones  matriciales  irredu- 
cibles (no  unitarias)  de  SL( 2,  R). 

h )  Como  SL( 2,  R)  es  no  compacto,  sus  representaciones  unitarias  no  son  de 
dimensión  finita.  Ellas  están  generadas  por  operadores  hermíticos  A/x  = 
X^,  con  p = 0, 1,  2,  definidos  sobre  un  espacio  euclídeo  y que  satisfacen 
el  álgebra  de  Lie  del  grupo.  Mostrar  que,  en  términos  de  X±  :=  X\  ónX2-, 
esas  relaciones  se  escriben  como 

[lo,  X±]  = ±X±  , [x+,  X_]  = -2X0  • 

i)  Construir  las  representaciones  unitarias  irreducibles  de  SL(2,  R)  en  térmi- 
nos de  los  autovectores  simultáneos  de  X2  y X0, 

X2 1 A,  m)  = A | A,  m)  , X0  | A,  m)  = m | A,  m)  . 

Mostrar  que  la  positividad  del  producto  escalar  requiere  que  (m  |)2  > 
A + | (Sugerencia:  operar  por  similitud  con  la  correspondiente  construc- 
ción para  el  grupo  SU (2)). 

j)  Como  X0  genera  rotaciones  en  un  plano,  podemos  suponer  que  sus  au- 
tovalores  m son  enteros  o semi-enteros.  Dado  que  A :=  k(k  — 1)  no  tiene 
signo  definido,  deben  considerarse  dos  casos, 

1)  A + 1 > 0:  mostrar  que  en  este  caso  fc  = |,l,|,--  - y,  para  cada  valor 
de  k,  m = fc,  k + 1,  k + 2,  • • • o bien  m = —k,  —(k  + 1),  —(k  + 2),  • • • 
2)  A + k < 0:  en  este  caso  k = | + ry  con  7 6 R no  nulo  y A + ^ = —r)2. 
Mostrar  que  m puede  entonces  tomar  todos  los  valores  enteros  o 
todos  los  semi-enteros. 
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